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Sur les systémes complets de restes modulo les idéaux d’un
- corps de nombres

par

D. Barsky (Paris)

Monsieur Schinzel a posé la question suivante: soient T un corps
de nombres, 4 son annéan des entiers, existe-t-il une suite d’entiers de K
gy Uy ... belle que ag, a1, ... Gy forment un systéme complet . de
restes modulo # pour tout idéal entier m de 4 de norme N (m)? (of. [4]).

Nous allons montrer que la réponse est négative si K =4 Q.

Notations: K désigne un corps de nombres, 4 est son anneau des
entiers; on. désigne par m un idéal entier de 4 de norme m. On désigne
par o, (%) exposant de la plus grande puissance de m qui divise lidéal
(z) engendré par ¢ (z est un élément de A), v,,(n) est Pexposart de la
plus haute puissance de m qui divise I'entier naturel  (si m est premier
¥ (®) €8t la valuation m-adique de #, si m est un nombre premier o,,(n)
est la valuation m-adique de n). Si a el b sont des entiers naturels
[/b] désigne la partie entiére de a/b, c’est-a-dire que [a/b] est un
entier tel que: [a/b]< a/b < [afb]+1. N désigne ’engemble des entiers
naturels.

DerFrNiTioN. On dira qu'une suite d’entiers a, a4,... d’un corps
de nombres K = @ posséde la propriété P pour les idéaux m’ st m' de
méme noxrme m si @y, a4y, ..., 4,5, forment un systéme complet: de restes
modulo m""m’”* pour tout conple d’entiers positits ou nuls r et s tels que
748 = A,

Il ext clair que si une suite @y, ay, ... possdde la propriété P, elle est
injective, ' _ :

ProposITion 1. Soit ag, aq, ... une suite d'entiers d'un corps de
nombres I 5 Q possédant lo propriété P powr deur idéauz premiers
distincts m' et m'' de méme norme m. Alors, élant downdes devz appli-
cotions non décroissantes w et ¢ de N dans N, telles que w1t —=w soit une
application strictement croissanie de N dans N et que u(0) = #(0) = 0, on
peut définir une injection g de N dams N telle que si Pon pose b; = ay
on ait: o
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10 mn < i< mh»]d e ,m’m(h) o f]’(?») P mw(fb)~1-];

9% Ve (B — b)) 2 (0, (5= 5)) €8 Dy (by—=by) L B [my (E - )y T 7 5

3 80w (resp. 1) est sbriclement croissanie alovs bn a:

By (b —By) = 0 (1, (7 — ) o=y 47 ]

Noug aliong construire la suite by, by, ... par réeurrence Sur i Re-
margquong tout d’abord que w(h) = h car w cst une application strictement
croissanté de N dans N.

POSONB by == Bgy by = @py vy Dy =y o UOMINEG Gy Ay ooy tty, y TON-
ment un gystéme complet de restes wodulo #’ ob tnodulo 1’ on u bien:

Bypgr (b= b)) = b (0, (- ) o

Supposons que Ion ait congtruit la suite i-» b, sutisfaisant & 1° ot 2°
jusqu’h Lindice m" —1, montrons que Ion peut alors la construire jusqud
lindice mt*+!—1,

Wy Byy voes & a1y forment un gysténe eomplet de restes modulo
m P M par hypothdse, iy penvent se ranger en m systdmos complets
de restos modulo m/“@m/MM car on a wn homomorphisme surjectif
d'annean, évident, de A /m @/ gup A jm N Op, par
hypothdse Gy, thyy vy @y, forment un gystomoe complet  de o restes
modulo m "™, done lew m~1 wystomes complets do restes modulo
m M) pestants se trouvent dans la suite )y o es Gyaoft)ad g
Appelons Sy, 8, .0y 8y los m—1 gystémes eomplets do restes modulo
m™ M qui so trouvent dans la SWIte @y, ory 6 i1 ,- BerivoDs
pour m" < i < w4 == ke avee LSk < m et 0 € re mh ot choisi-
ssons b; dans S, de telle sorte que b, = bmod m™ M m M, (o choix
est toujours possible car S, est un systéme complet de restes modulo
m" M m! M Coel impligne d’aillenrs gue

{rosp. By, {by—))

Oy By = by) = 16 (0, (6= )} = 0(0) == 0, 1{0)== 0.

“v:m.'(b'i”"“br) == U (’Um(?:w—'?')) = u(h) et ”m'.’(b'i """br) == ‘6(7},,,,,(1;*"’."')) = L(h)s

on coffet; b, e b, somt choisis dans @y ay, .00, ﬁ,,,,«;Q(;,,) 1., qui forment un
systéme complet do restes modulo w/*W e/ M1 of modulo /M L0
d'aprés la propriété P et par consbquent by s banodm M a1 af
mod m T L Pod les bgalités annonmcées. On voit faeilement
par récurrence que les b; obtenus wont distinets car len 8y 1o sont puisque
la suite 4 -+ g, st injective. '
. Montrons que la suite by, byy ..., b 44, ainsl construite véritie les
relations 1° et 2°

Hlle véritie 1°:

8i 0< i< mh cost hypothése do réeurrenco.

8i m" < 1 < m'tY, alors par construction m*® < g(4) < mHEH,

icm

- alors

Sur les systémes complets de vestes b1

Elle vérifie 2°:

8i 0 <4< j< mh cest Phypothése de récorrence. S

Bimt <t <j<m onéerit i = femt+7, i = k'mP+s avec 1 < &k, &’
< m et 0 <, s < mh Par construction
’0m'(bi“bﬂ") = ’umﬁ(bj“""ba) mu(h) et ?)mu(b.‘:—“br) == 'Dmn(bj—‘bs) =t(h).
On a .
Do (By==By) = Dy (b— b, -+ By — by -+ b,—b;) - et

'Dmn(b,, b bj) = 'Umu(b,i'—. bf + b,. - bs -l— bs - bg) .

iy = g alorg

V(B —by) = U0 (i =)} = w(h) €t V(b —b;) = Hou(i—3)} = t(h),
en effet: d’aprds Pinégalité ﬁltra-métrique on &
U (By— b;) = (R &b v (B, — ) = H(R), |
et comrhé par construection 'b{et‘, by sont cholsis dans g, @y, ...y & woysi_ys
by = b; mod m M g™ et mod m’“[h)m”‘(”)“.;

on o done bien les égalités annoncées. Bi r ## s,

Do (Br = 0,3 3 % (0, (7 —8)) 86 00 (b, —By) 2 {0 (7 —3))

d’aprés I'hypothése de réeurrence, '
wlo,(r~s) Suh—1)<uh) et t(v,(r—s) <t(h—1) <H(h)

d’aprds 'hypothése faite sur » et 1. Or .

'vm’(bi wbj) > Inf ('vm.‘(br_ba)r ’M(h)), si vm’(br_ bs) = ’M(h)

ﬂm’(bi_ b:i) = "M(h) = %(vm(’l"-—"-ﬂ)) = 1""('0111(?: _.?))a 8i . vm‘(br"ba) < ""f‘(h)

-alors

Oy (by—by). = By (by = b) 2 10 (7 — ) = w0 (0= 1)),
done dang tous les cas on a bien .
O (B — b)) = (v (8 —5))
on montrerait de méme gue l'on a
D (by—bg) = Bog (i~ 1))

Lieg relations 2" sont vérifiéey dans ce cas anssi.
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Si0gj<m<i<mt, on éorit 4~ kmddr avee 1k < m ob

0 < v < m" Par construction on o
by) = w(wn{i-—1) et B (by—b) = 40, (8—1)).
8ir =j les relations 2° sont vérifides. Si r 4§ on éexit

Uy (b~ bj) = Uy (bi"‘“_ By <t by, — bf') et Opp(by—by) =

Loy (bf o

Dyner (B =By b Dy == b))

On 2 done
By (b by) 2 IE (0000 (B - By) 5 20 (B

on conclat comme gi dessus of on a done o, (b, b} 2
MEMe Dy (by— by} = oy, (8- §)). Tios relations 2" sont
cag amssi.

Les relations 1° ot 2° sont vérifiéey dans tous les cas,

Supposons que w soit stricterment croisgante ot montrons gue dans -
ce cas la relation 3° est vérifiée. Raisonnons par réeurrence comme pour
la, démongtration de la relation 2°. .

S 0<i<j<mh la relation 3° est vraio d'aprés Uhypothdse de
réeurrence.

Simtsi<j<m on berit ¢ - dmdtr et § = WP avee
1k, & <meb Oir, 8 <mh Sir =23 on a, pour la méme raizon que
el dessng,

(U (i —1)) of de
virifides dans ce

By (i B)) = {0y () == u(h)
et la relation 3° est vérifice. Si » 5 s,
U {by— Dy) == 0y (by = by b, —
par construetion on a
. Ve (B = by} =22 e (B - B} = k),
ot d’aprés Lhypothése de récurrence of la croissance stricte de « on a

be) = (0 (1 —8)) 5L w(h~1) < ulh).

ba"l'ba_‘bj)’

Uy (b:" -
Par conséquent
Uy (B — b.’f) w2 Py By By) == % (’_Um(?” - 8)) == (ﬁm(’i' ""'.7)) .

La relation 3° est démontrée dans ce oag.

B0 f<m’<i<m™! on montre encore par un raigonnement
analogue an précédent que 1on & v, (by—1by) = u{v,, (i —3)).

La proposition 1 est démontrée..

CoroLLAIRE 1. Htant donnbe une suile aq, ay, ... dentiers dun corps
de nombres K = Q possédant la propriété P pouy deuw idéauw premiers

distincts m/ ¢t m'’ de méme norme m, on peut trouver une bijection g de N
dans N telle que si Pon pose b, = Ay ON aib:

bo, by, ...

Sur les systdmes compleis de restes - 53

10 mhg‘i<mh+1¢mh<g(')<mhl . L
® V(b —b;) = (0 —3 Ni2] et vy (b;— > [(om (i —35))/2].
On applique la proposition 1 avee u(h = [h/Z], t(h) = h—Thj2] eb
w(h) = h. On en déduit qu’iI exigte une injection ¢ de N dans N telle que:
10 mh ,&-<mh+1 g(,b-)<,m’h+1’
[ (b ) [( (""—] ) 2] et

Dy (By = b3 20 (=) =[O (6= 12] 2 [[w0li — 50} 2].

Il et clair que I'injection g est en fait une bijection car la restriction
de g & lintervalle m™ < ¢ < m™! est une bijection comme le montre la
relation 1°.

Le corollaire 1 est démontré.

COROLLAIRE 2. Hiant donnde une suite d'entiers &y, ay, ... @un corps
de nombres K 7 Q possédant la propriété P pouwr deus idéeus premiers
distinots my' et m'' de méme norme m, on peut trouver une injection g de N
dans N telle que si Uon pose ¢; = ay,) on aif:

10 m < P < mh+1 ¢m2"<g( )< m2h+1

2° Vo (6 — 0} = Vg (65— 0)) = Dy (3 —J)-

On applique la proposition 1 avee u(h) = t(h} = h et w(h) = 2k qui
gont strictement croigsantes et le corollaire 2 est démontré,

On note 4’ (resp. A”), A muni de la topologie m’-adique (resp. m''-
adique). A’ (resp. A’’) désigne le complété de A pour la topologie m'-
adique (resp. m'’-adigue). Si B est un sous-ensemble de 4, on note B’
(resp. B, vesp. B', resp. B'') B muni de la topologie m'-adique (resp.
m'’-adique, resp. I'adhérence de B’ dans A’, resp. Iadhérence de B’
dans A"'). On appelle ¥ le sous-ensemble de A constitubé par la suite
définie au corollaire 1, on appelle F, le souy ensemble de A
consgtitué par Ia suite ¢, ¢, ... définfe au corollaire 2. Il est clair que
Pona B =F, =4 et B =B =A" (ef. 1]}

On définit une apphcation ¢ de B dans J, (resp. ¢’ de B’ dans F)
en posant ¢/ (b;) = ¢; (vesp. € (b) = ¢;). T est clair que ¢’ et ¢’ sont des
bijections car leg suites ¢ — b; et ¢ — ¢; gont injectives, On pose f' = ¢’
et ' =¢'" -

ProposyTION 2. (a) Llapplication f (resp. f) est ume application
uniformément continue de B, doms B (resp. de By dans H'). .

(b) Dapplication o (vesp. ¢'') est une application continue de B dans H,
(resp. de B’ dans E\).

. Le (a) est évident car on a

Vo (b — by) = |[vm (6 — )} /2] =
/2] =

?" ]_(vm (7‘ _.7 )

[{om (6i—¢; 1/2]
(2 o — 05} 2]

el .
Vet (B =
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Démontrong 1o {b). f est une application uniformément centinue
de B, dang B, elle se prolonge en unc application uniformément continuoe
de A4’ dang A’ que I'on note f'. Comme A’ est compact J' est wne appli-
cation. termée de A' dans A’. Done Vimage par F' d'um formé de A’ esl.
un fermé de 4, comme les fermés de B (resp. B') sont intexrsection d{ss
fermés de A', avee &) (resp. B, on en déduit immédiatemont que ¢ =
est une appheatmn continue de ¥ dans ¥;.

On appelle ¢ Vapplication de 2 dans B définio par i (by) = by, ob j
l'application de &) dans B, définie par j(e,) = o

PropostrioN 3. (a) Llapplication 4 est une application continue de
B dans B,

(b) Lapplication ¢ se prolonge de manidre unigue en une applioalion
continue de A" dans 4.

Lrapplication § est unc application uniformément continue de &)
dang B, car

’Um( "'“cj) =2 Pyt ( (,J) m vm("’:""j)'

Blle se prolonge done de maniére unique cn wne application continue
(en fait uniformément continue) de A’ dans A/, on note § ce prolongement.
Commnie

- 1 . e .
P flojod, B g By B g B

on en déduit que ¢ est une apphmbmn continue de B dans 5. Le (a) cat
démontré. :

¢ est un prolongement continu de j. Bn effet B, = B' = A’ et sur B}
on a z(ak) = j{ey) = ¢, paree que ¢, = by, ol ¢ exb une injection de Z\T
dans N, eb 4(¢;) = 4{byy) = byyy = €. Dome sur B ¢ coincide avec 9,
done 4 peut 8@ prolongm' en nne application continue de A dans A"
il suffit de prendre § comme prolongement. I unicité roldve des théorénms
généraux sur le prolongerent des fonctions continues car B = B « A'.
Le (b} est démontré,

On notera encore 1 le prolongement de i 4 A'. On A montré que & est
une applmmbmn uniformément continue do 4’ dang 4"

TuroriME 1. Dans aucun corps de nombres K 4 () f&d weptslo de suile
@y Uyy ... dontiers possédant la propridté P pour dewn idéaws premiers
distincle m' of m'" de méme norme m,

SHl existait une telle sulte dans un corps de nombres & ¢, o corol-
Jaire 1 dela proposition 1 et la proposition 3 montrent que, si l'on appolle
B Venserable ay, a4, ..., application identique de B que l'on appelle 4 ext
une application continue de 7’ dans ' qui se prolonge de manidre unique
en une application continue de A’, dang 4" que l'on appelle encore 4.

Calculons 4 (z) poar un élémeént me A'. B posséde la propriété suivante
gy Gyyoeny O gp | @86 U S¥St&Me complet de restes modulo m ' pour
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tout entier A z 0. On peut associer :‘:u tout élément xe A une suite L — a;,
extraite de la suite a,, a,,... telle que

Vs (86— g} } h et oz
En effet il suffit de choisir a;, dans ag, ¢y, ..., @ g _, de telle sorte que
&L o= a,%mod m''m’™", ce choix est tomjours _'possﬂole et il est unique car

oy gy ey @ gy, 86 UN systéme complet de restes modulo m™m'". On

notera 1immf(a1h) (resp. lim,,(ay)) la limite de la suite h— g, - pour
B—+oo Jrea b

la  topologie m’-adique (resp. m/'’-adigue).

a‘h & h

On a done lim,.(a;)

=0

= limyA{ey,) = @ Comme ¢ est une application contmue de A' dans 4"

h-+o0

on a:
i(0) = i (limgy (a;,)) = lim,,.(i(a;,)) = lim,,.-(a;) = ;

Tp-s00 >0 [ ]
Le prolongement de 7 & A est encore I'identité et c'est une application
continue de A’ sur A'/, ce qui est absurde car les topologies m'-adique
el m'-adique ne gont pas comparables.

PropPoSITION 4. Dans tout corps de mombres K #= @ il ewiste deus
idéoux premiers distinéts m’ et m' de méme norme m.

Nous allons montrer qu’il existe toujours dans K deux idéaux pre-
miers distinets m’ et m’”’ de degré 1 et de méme norme m. Soit K’ le plus
petit corps galoisien contenmant XK. I1 y a une infinité de nombres pre-
miers p qui ge décomposent totalement dans X' (cf. [3]). Soit p un nombre
premier qui se décompose totalement dans K’ et qui ne se ramifie pas

dans K (il v en a une infinité). 8i » (resp n) est le degré de K' (resp. K) '

sut Q, on & dang K' p = P\P,... P, (P;,i =1,....,n, est un idéal

premler de K' au dessus de p) et dany K p = P P2 P (r < n) (P,
i =1,...,r estunidéal premler de K au dessus de p). On a Ngo(P)) = 1,
NK.,K( ) P, NgpolPy) = " (Ng(P) est la norme de P relati-

vement a @, N k(P est la norme de P’ relativement & K, cf. [B]).
La transitivité de la norme implique que f = f =1 en effet:
P =Nyl = AK!Q(NK']E(I o) = _IVK/Q(PD ="
ot par conséquent f =f =1 et r =n, et, comme K #¢, n
théerdme ost démontré.
THHEOREME 2. Il wexiste pas de corps de nombres K + § qui contiennent
wne suite d'entiers ay, @y, ... tolle que, pour tout idéal entier m de norme m
de K, ttgy Gy, vy Oy forment unm systéme complet de représentants de Ajm
Suppesanb qu i1 existe une telle suite dans un corps de nombres
K ¢, Boient m' ¢t m'’ deux idéaux premiers distinets de méme norme
(proposmon 4). Pour m’ et m’’ la suite ag, @y, ... posséde la propriéte P
car m/"m’"* est un idéal entier m de K pour tout entier r = 0 et tout

=2 et le

entier ¢ = 0. On conclut avee le théoréme 1
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Une généralisation d'un théoréme de Cugiani-Mahler
par

MAURICE MiaroTTE (Paris)

I. INTRODUCTION

" Dang Touvrage de Mahler [2], on trouve le théoréme suivant qui
généralise un résultat de Cugiani [1].

TutiortME. Soit & un nombre algébrique non nul de degré f. On désigne

par g' =2 ef g = 2 deun entiers premiers entre eux; par 1 of p deux réels
vérifiant . '

0<igl, 0su<l, A+p>0;

par ¢,, ¢y el ¢, troié constanies positives; par e(H) la fonction
s(H) = 5V1og(4f) (logloglog H)™*,

et por Z = {KW, KD, |} une suite infinie de rationnels distincts

pw
E® = gy ob PO o0, 00 0, (PO, Q0) =1,
H® = max (|P®], |g™]) > expe,

tels que ‘
(1) : .IKU‘) — GIH(Ic)MAV,,mG[H(}c))
ot |
@ [P0, < o B QW < o B0,
Alors _

log H®+Y

limsup- g =00,

Tr—t0 w10gH(k)
Notre but est de démontrer le théoréme 1 qui est légérement plus
fort que le théordme précédent.

, TaiorEME 1. Les notations et les hypothdses sont les mémes que dans
le théoréme préoédent sauf que VPon définil :(H) par

£ 172
ot — o [ELLERELT,

- 1og1_oglogH)f1’2, aréel, 0 <a< B,




