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Algebraische Abhangigkeit von Wurzeln

yon

Cary Luowie SeEeen (Gottingen)

Waclaw Sierpihski sum Geddchinis

1. Bs sel ein reeller Korper R gegeben. Zwel von 0 +verschiedene
reelle Zahlen mogen fquivalent heissen, wenn ihr Verhiltnis zu R gehdrt.
Hierdurch wird fiiv jede reelle Zahl o == 0 eine Klasse [«] erklirt, und
diese Klaggen bilden eine multiplikative Abelsche Gruppe mit dem Ein-
heitselement {1]. Weiterhin sind von dieser Gruppe nur solche Untergrip-
pen I' zu betrachten, deren Ordnung N endlich ist. Bedeutet [p]. ein
beliebiges Element von I', so ist dann

[e"] = [o}" = [1],

algo ¢ eine reelle N-te Wurzel aus einer Zahl von R. Geht man umgekehrt
vor endlich vielen reellen Wurzeln

Wl

1) o =V¥m, =0 (k=1,...,k)

mit Radikanden in R und natiirlichen »;, aus, so erzeigen die h Klassen
[or] bei Multiplikation eine Gruppe I' der betrachteten Art, die genamer
mit I{g,, ..., 05) = I} bezeichnet werde. Unter I, sei die aus [1] allein
bestebhende Gruppe verstanden.

Ausserdem wird die durch Adjunktion von g, ..., g5 2@ R entste-
hende algebraische Erweiterung R{g,, ..., o) = R, von R =N, einge-
fithrt. Hs bistet sich die Aufgabe, fiir den Eérper R, den Grad in bezug auf
R zu bestimmen und eine Bagis aufzustellen. Dieses Problem ist von
Besicovitch [1] unter speziellen Voraussectzungen geldst worden. Dabei
ist nimlich R der rationale Zahlkérper und my = appy (B =1, ..., ),
worin py, ..., p, voneinander verschiedene Primzahlen und ay, ..., d,
durch keine dieser Primzallen teilbare natiirliche Zahlen bedeuten.

" Fiir dicsen Fall zeigte Besicoviteh, daB der algebraische Zahlkorper B,

den. Grad #,...m, besitzt und folglich die Potenzprodukte oft ... okt
(I, =0,1,...,m—1; %k =1, ..., h) eine Basis von R, bilden.
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Ex hat sich nun herausgestellt, dal der von Besicovitch verwendete
Gedankengang auch zur Lisung des allgemeinen Problems fithrt, wobel
sogar einige Schlitsse noch einfacher und durchsichtiger erscheinen, Offen-
bar geniigt es, fiir die aufeinander folgenden Erweiterungen R(g,, ..., o)
=R, =Ry (en) (b=1,..,k von R die Relativgrade (R,, R;_,) zu
untersuchen. Die Losung des gestellten Problems ergibt sich sodann aus
folgender Aussage, durch welche die obige Rinfilhrang der Gruppe
T(g1y--+5 0p) €rst einen Nutzen hekommdt,

Barz. Der Grad von My, in bezw auf sRn_1 igt r,rlewh dem Tndex § von
Iy in Iy, und die Potenzen o), (1 ==0,1,...,5—1) bilden ¢ine Basis
von R; in besug euf My_,.

Beweis. Da die Faktorgruppe 13,/I%,., durch [p,] 1}, erzeugt wird,
50 ist [p,) die Kleinste in [}, gelegene Potenz von [g;] und insbesondere
o}, cine Zahl von R,_,, also g, Nullstelle des Polynoms

| il
By = a’— o,

dessen Koeffizienten zu R, ; gehdren. Bedeutet n den Grad von R, in
bezug auf R,_,, so ist andererseits g, Nullgtelle eines in R,_, irreduziblen
Polynoms

Qh "“——"'Q‘)“-—}-...-—I-Z
mit Koeffizienten aus R,_,, und es ist dann @, ein Faktor von Py, also
(2) n<j.

Die simtlichen. Nullstellen von P, gehen aus g, durch Multiplikation
mit den j-ten Einheitswuorzeln hervor. Dewmnach ist auch die Zahl ipp™
eine Rinheitswurzel, die wber 1 oder —1 sein muf, da A und g, beide
reell sind. Hieraus ersieht man, dal bereits die Potenz o} in R, , liegt.
Im Falle b =1 folgt nun aus (2) wegen der Minimaleigenschaft von j,
daB 5 = j ist, womit die Behauptung fiir h =1 bewiesen igt. Es kann
jetzt angenommen werden, daf k> 1 ist und der Satz fiir h—1 statt b
gilt, .

Zux Abkirzung werde (n,j) =d und g,_, = o gosetzt sowie der
Index von I3, , in I3, mit m bezeichnet. Wegen der Induktionsannahme

ist dann das Polynom «™— o™ in R,,_, irreduzibel, und fir jede Zahl v
aus R, , gilt eine Darstellung

. (3) | . . | | v :51Qm~1_|_‘”+ﬁ";

mit Koeffizienten £,,..., 8, aus R, _,.
Ry-» genommene Spur von », so ist insbesondere

S(Qq) =0 (Q=17'--'Jm_1)5

Bedeutet §(») die in bezug auf
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dies ergibt sich ans den Newfonschen Formeln fir die Potenzsummen
der Nullstellen eines Polynoms, oder auch unter Benutzung der Tatsache,
daB aus p alle Konjugierten durch Multiplikation mit den m-ten Ein-
heitswurzeln entstehen. Daher wird

(4) 80} = /8" ) + .+ B8 (1) = mB,.

Zuro. noch angstehenden Nachweis der Bebauptung # = j werden die
Zahlen.

=10 (f=1,...,m)

{5) Ty = an

gebildet. Da beide Potenzen g} und Q;’; zu R,_, gehiren, so gitt das auch
fiir 7, und es wird demnach

{6) Ty = ylgm-l"{_'-'_I'ym

it gewissen y,, ..., ¥, aus R,_,. Benutzt man dann (3), (4) fiir » = 14
und bheachtet dabei, dal g™ zu R,_, gehort, so folgt

{7) S8{r;) = my, ™.

Bei gegebenem f der Reihe 1 bis m sel wy = w der Grad von 7, =7 in
bezug auf R,_,. Unter den m Konjugierten der Zahl ¢ aus R, , treten
dann also genau w voneinander verschiedene Gréssen auf, jede davon
gleich oft. Nach (B) ist = Wurzel aus einer Zahl von %, so daf man die
Induktionsannahme auf die h—1 Wurzeln gq,..., 0,2, 7 anwenden
kann. Daher ist die Potenz [¢]* ein Flement von I7,_, und das Polynom

“a® — " in R,,_, irreduzibel. Wenn nun w > 1 ish, so wird die Summe aller w

verschiedenen Konjugierten von v gleich 0, also anch S(x) = 0, und (7)
ergibt y; = 0. Nach (1), (8), {6} sind aber die m Koeffizienten y,, ..., ¥n
nicht alle 0. Bei geeigneter Wahl von f ist daher w, =1. Dann ist [7]
gelber ein Element von I}, ;; folglich erweist sich nach (5) die Potenz
[0:]* als ein Element von I ,. Wegen der Minimaleigenschaft von §
gilt jedoch ' '

i<d=njg)<n,

wodurch mit {2) der Beweis beendet ist.

Wird der Imdex von I, in I}, mit §, (k¥ = 1, ..., k) bezeichuet, so
ergibt sich aus dem Satze unmittelbar, dafll der gesuchte Grad von
Ry ---y 0p) In bezug auf R gleich der Ordnung

N =ji.-Ja
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der Gruppe I'(ois-.., 0y ist und die Potenzprodukte it ... ol
(l = 0,1, ..., 55—1; k=1,..., k) cine Basis bilden('). Demnach sind
irgend welche Potenzprodukie von g, ..., g, genau dann in bezag auf R
linear unabhéngig, wenn sie es bereits paarweise sind.

2, Anschlieszend an das Ergebnis des vorangebenden Abschnitts
bieten sich eine zweite und drifte Aufgabe: Man bestimme alle in R,
gelegenen von 0 verschiedenen Wurzeln aus Zahlen von R, also alle in R,
gelegenen Zahlen ¢ von der Art, dall eine der Potenzen o (I =1, 2,...)
mit 1 #quivalent igt; man bestimme sodann simtliche Systeme oy, ..., g
ans endlich vielen solcher Wurzeln, fiir welche die Potenzprodulkte ol ... of
(L, = 0,1,...,u,—1; 7 =1,..., ¢ bei gecigneter Wahl der natiirlichen
Zahlen #,, ..., %, eine Bagiy von R, in bezng auf R bilden.

Eine Losung des zweiten Problems ergibt sich unmittelbar durch
Anwendung des Satzes auf die h+1 Wurzeln gy, ..., g5, 0. Da nach Vor-
aussetzung o in %K, legen soll, so ist die Klasse [¢] nach dem Satze ein
Element von I3, also

(8) o = D" ... offt

mit gewissen Exponenten g, der Reihe 0 bis f,—1 (b ==1,..., k) und
einem von 0 versehiedenen Faktor b aus K. s ist trivial, dafl umgekehrt
dareh (8), bei beliebigen ganzen rationalen Kxponenten und irgend einer
Zahl b == 0 aus ‘R, stets eine in N, gelegene Wurzel aus einer Zahl des
Grundkorpers R gegeben wird, Das hiermit gewonnene Resultat lisst
gich in der folgenden prignanten Weise ausdriicken: Ist « eine homogene
lineare Verbindung der Potenzprodukte o ...g0 (g, = 0,1,...,5,—1;
k=1, ..., k), mit Koeffizienten aus R, von denen mindestens zwei von ¢
verschieden sind, so ist keine der Potenzen o' (I = 1,2,...) in R gelegen.

In W, seien nun endlich viele von 0 verschiedene Wurzeln o4, ..., o
gegehen, fir welche bei geeignet gewihlten natiirlichen Zahlen 1y, ..., %
die Potemzprodukte of...o¥ (I, =0,1,...,4,—1; #=1,...,1) eine
Basizs von Ry, in bezug auf R bilden. Dann muss jedenfalls die Anzahl
ty ... w; gleich dem Korpergrade sein, also #, ..., = N, und anderer-
seits sind erst recht keine zwei dieser Potenzprodukte dquivalent. Daher
sind auch die ¥ Klassen [o,11.:. [¢,T% sémtlich voneinander verschieden.

{) Nach Rinreichung dot Manuskriptes bei der Redaktion erfuhr ich dureh eine
freundliche Mitteilung von A. Schingel, daB dieses Resultat fiir den speziellen Fall
N =y ... mp bereits von L. J. Mordell bewiesen wurde (On the linear independence
of algebraic numbers, Pacific J. Math. 3 (1953), 8. 625-630). Mordell henutzte dabei
ehenfalls die SehluBweise vonBesicoviteh und wies ausserdem darauf hin, daf der Beweis
anch noch unter der Annahme eines komplexen Grundkirpers gilltig bleibt, wenn dieser
alle mz-ten Einheitswurzeln (& = 1, ..., k) enthilt. Eine entsprechende Erweiterung
liesse sich dann iibrigens ohne Anderung des Gedankenganges in der vorliegenden
. ‘allgemeineren TUberlegung durchfiibren. -
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Anf Grund des obigen Resultats gehdren sie aber alle der Gruppe 17, der
Ordnung ¥ an und sind folglich die Elemente dieser Gruppe, jedes genau
eginmal. Nach dem tiefliegenden Frgebnis von Hajos [2] existiert dann
eine Permutation ¢, ..., ¢ der Zahlen 1,...,7 von folgender Art: Ver-
steht man unter A, (» =1, ..., %) die durch [o, 1, ..., [0, ] erzeugte Unter-
gruppe von I}, wobei 4, = I'; ist, und sebzt noch 4, = Iy, so ist g,
der Index von A4,._,in 4,. Wenn nun durch Abinderung der Numerierung
angtelle von ¢, wieder # eingefithrt wird, so ist also zufolge des Satzes der
Tndex u, gleich dem Grade von R(oy, ..., ) in bezug auf R(cy, ..., 0,_4).

Dis Umkehrung des Gedankenganges liefert die volle Losung des
dritten Problems. Aus den N Potenzprodukten et... o (5, =0,1,... -
venyfp=1; &k =1,..., k) wihle man irgend welche Zahlen #,...,7,
deren Adjunktion zu R den gesamten Kérper R, liefert, und verstehs
unter %, den Index der Gruppe I'(ny,y <.y Broy) i0 9y, .00y 7). Inden man
die #, mit beliebigen Zahlen b, = 0 aus R multipliziert und noch irgend
eine Permutation der ¢ Produkte by, (r = 1, ..., 1) vornimmt, bekommb
man alle Systeme von Wurzeln ¢, ..., o; der gewiinschten Art.

3. Wenn R der rationale Za,hlkﬁrpei' ist, so lassen sich mittels des
Satzes die einzelnen Relativerade (R, Mp_,) far & =1,..., & leicht aus
der Zerlegung der Radikanden m,,...,m; in Primfaktoren bestimmen.

Diege Zerlegung zsei ‘
my = =P ..ot (B =1,...,h),

worin Py, ..., p, voneinander verschiedene natiirliche Primzahlen und
die Bxponenten ganze rationale Zahlen bedeuten. Es wird genau dann

lo 1% [onT® = 111,
wenn die ganzen rationalen Exponenten I,...,7, den g Kongruenzen

&

9) - 21’“’ 7, =0(modl) (w=1,..,9)
p=1

geniigen. Zur Bestimmung von j, braucht man nur die endlich vielen
Lisungen von (9) zu untersuchen, die sich durch Probieren der Wertsys-
teme

(10) 1, =0,1,...,m—1 (v =1,...,k—1),

ergeben. Unter diesen befindet sich die triviale Losung I, = 0, Iy =
und jede Losung mit kleinstem positiven &, ergibt I, = ji. Inshesondere
ist genaun dann j, = m,, fir alle & =1, ..., b, und daher der Erpergrad
(Rpy R) = Ay ... Ny, wenm (9), (10) im Falle k = & nur die triviale Losung

Ik == 1,2, .
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I,=0,...l_, =0, I, = n; besitzen. Ein Beispiel liefert hierfiir der von
Begicoviteh behandelte Fall my, = e,p; (B =1,..., %), wobei

Rl g, Sp=0 (v,w=1,..h 0w, 8,=1 (v=1,..%
wird und (9) mit den % Kongruenzen
I, =0 (modn,) ((v=1,...,%)

gleichbedeutend ist.

Wenn allgemeiner R ein beliebiger reeller algebraischer Zahlkérper
endlichen Grades ist, so liflt sich die Bedingung (9) ohne weiteres iber-
tragen, indem man die Hauptideale (m;) in Primideale zerlegt. Fiir die
Bestimmung von j, treten jedoch weitere Bedingungen hinzu, dis von
der Gruppe der Xdealklassen und.der Einheitengruppe herrithren. Deshalb
ergibt sich auf diesem Wege doch kein einfaches Verfahren zur Berechnung
von N, wenn nicht gerade R der rationale Zahlkérper ist.

Zum Abschluss sel noch darauf hingewiesen, dafl die Voraussetzung
der Realitiit der Wurzeln beim Beweise nur an einer Stelle benutzt wurde
und dort durch die schwichere Annahme ersetzt werden kénnte, daf
der Korper R, keine von 1 und —1 verschiedene Einheitswurzel enthilt.
Diese Annahme ist gugleich notwendig, wie bereits das einfachste Beispiel

[
=1, m=—4 =4, g =V—-4d=xlki, N =42
zeigt.
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On some exponential sums related to Kloosterman sums

by

| L. 7. MorpeLy |

In memory of Professor Waclaw Sierpitisii

Write
=1 p—1 ®
Syla, b) = 8 = > e(aw+57), T, =) e(aw—f—b%)(mp—),
=1 =1

(1)
ab = 0 (modyp),

where p ig an odd prime number, e{z) = ¢(2riz/p), and we define z by
#% = 1 (modp) and often write & = 1jz (modyp), and ( > ) is the Legendle

gsymbol. It is well ]mown that the Klcosterman sum 8, satisfies the ine-
quality
() 18, < 2V,

and. that ne elementary proof iz kmown (4). However, T, can be evaluated
by elementary methods and

. ab
T, =0 if (%)=—-1,
p
(3)

T, =21 (—%) Vfcos(ﬁnﬁ/p) it (a_b) =1,

»
(2

{4) hE—4ab = 0 (mod.yp).

where &6 = ¢ and % is one solution of

This result was first found by Salié [1] in 1931, and another proof
hag just been given by K. 5. Williams [2], Though their proofs are gimple,-

(1) Note added in proof by A. Schinzel: An elementory proof has been in
the meantime given by 8. A. Sticpanov, Trady Mat. Inst. Stieklov, 112, pp. 346-371.
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