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4. Concluding remarks. Tt would be interesting fo invesbigate the
questions raised here for rings of analytie functions of several variables.
For examnples one conld consider differential rings of functions f(z,, 2, ..., 2,)
finite dimensional over & = C[Dy, ..., D] It is clear that even for
rings of entire funetions the situation is more complicated sinee the prod-
uet of solutions of linear differential equations with congbant coefficients
need not satisfy such an equation. :
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ACTA ARITHMETICA
XXI (1972)

Sur les fonctions ¢-additives ou g-multiplicatives
par

Hunert DrrAxen {Pariy)

Nous considérons iei des fonctions réelles ou complexes définies
sur Pensemble N des enticrs = 0.

¢ étant un entier > 1, nous disong que la fonction f est g-addilive
8ty quel que soit v = 1, on g

f(ag"+0) = flag') +1(b)  pour

Ceci entraine évidemiment f(0) = 0. Légalité a done lien aussi pour
a =10,

Un exemple simple de fonetion g-additive est fourni par la fonetion
qui & Vontier # = 0 fait correspondre Ia somme des chiffres dans la, Tepré-
sentation de » dans le systéme de numération A base q.

Nous disons que f est q-muliiplicative si Pon a f(0) =1 ef, quel que
soit 7= 1, _ '

) flag +d) = flag")f(b)

Oette dgalité a évidemment lien aussi pour & = 0,

Une fonetion ¢-additive, on g-mulfiplicative, est complétement
déterminée par ses valours pour tous les entiers de la forme ag’, o r =0
of 1<a<g~1, ot colles-ci peuvent étre égales & des nombres donnés
arbitrairement.

Bn effet, en utilisant le systéme de numération 4 base g, on peut
écrire, de fagon unique, :

I<ag~1 et 0Cb<gm(Y).

pour 1<a<g—1 e b .

no= Mo(n)g, avec 0<e,(n)<g—1 pour bous » 0.

P}

On a @ailleurs ¢,(n) = 0 pour »> lognflogyg.

(4} Cette notion a 66 introduite par A. 0. Gelfond (Sur les nombres qui ond
des proprietds  additives et multiplicatives “donmdes, Aota Arithmetica, 13, 1968,
pp. 269-265). i

Gelfond dit que f cst “additive dane le systeme 2 hasge g”.
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On voit de suite que, si f est g-additive, on a
+oa ’

ﬂngmmm,

et, si fest g-multiplicative, on ala méme formule avec le 3 reraplacéd par [].
De plus, ces formules permettent de définir une fonctlon g-additive et
une fonetion g-multiplicative prenant des valeurs choisies arbitrairement
pour # = ag’, avee rz0 et L<<a ¢g— 1

Ceai est tout & fait analogue 4 la détermination ('une fonetion arith-
métique additive ou multiplicative, au sens ordinaire, par ses valeurs
pour les puissances des nombres premiers.

On peut développer, pour la distribution des valenrs d’une fonetion
g-additive réelle, une théorie vout b fait semblable i celle de la distribu-
tion des valeurs d’une fonction arithmétique additive ordinaire.

Nots noug bornerons ici & établir le régultat correspondant au thé-
oréme classique d’Erdds et Wintner. Nous suivrons une méthode semblable
4 celle indiquée dans notre mémoire “Sur les fonctions arithmétiques
multiplieatives”. (%)

Nous donnerons d'abord. quelques lemmes trés simples, utiles pour

“1a suite. Puig nous ferons ube étude des fonctions g-multiplicatives de
module < 1. Bnfin, en utilisant les résultats concernant ced fonctiond,
nous obtiendrons une condition nécessaire et suffisante pour u’une
fonction g-additive véellé posséde une distribution limite.

1. Quelques lemmes.

1.1, LemMe 1. 8 joy) <1 powr L F <k {4y, ..., &, compleves), on &

Ja"

a; —11.

i=1

[ 2% U PR A -

Démonstration. 8i k=2, on a

Gy oos tp— 1 = (Gythy oo gy — Ly ap—1,

Lol loga, ... ap—1] <ty oy .. Oy — 1| -+ o —1].
1.2, Lovme 2. 8i ol <1, on o J2—1]* < 2(1—Rep).
Démonstration. 8i & =a+dy, on a |[g—1[ = 1w+ y?—
= 2—2,

1.3. LEMME 3. NAEAE <g—1, on o -

L pour 1)<

i1 1
(1+z1+ +zq_1) £1—- Max (1—Res).
q 2 agywg-l

(#) Annales Scient. do I'Ecole No'rm. Sup. 3, 78, 1961, pp. 273-304.
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Démonstration. On voit d'abord que, si j2| <1, on a
H+e < 2—4(1—Rez). ‘
En offet, en posant 2 = s+ 4y, on a
4(2—|L-t2]) = (21422~ 1+z]) =4 —[1-Fef?

3—m—y?—
Cecl dit, pour chaque § = 1 et
L2 <

8=z = 2{1—a).

=g—1, on a

2_%-(1—1?“%,.) et | Ma|<g—
=2

d’ol Loz 4ot Boil g~ 31— Rezj)
L. LmMMs 4. On a pour tout u véel et tout & entier = 1
%

|u®

Démonstration. On peut évidemment se borner am cas oft 4 > 0.
Le résultat est wrai pour kB =1 eax

o — f 'w””’dcl f .

BE est vrad pour & o= wm = 1, il Pest aussi pour & = m+1 car

o St e S

F=0 ] J=0

1.5. Lmmys: 5. On a pour fout u 7éel

: 42 : wl®
1—~cosug--—2—— &t lsmuﬁulgl—ﬁi——.

Démonstration. On a cosw—1 = Re(d™—1—iu) et sinu—u.

b4

= Im (e“_‘-—lww +- E) On appligue le Lemme 4 avec & = 2 ef avee

o= 3.

1.6, LuMmm 6. Soient gy Uy tyy oo 66 Dgy Vpy oery Vpy ens
tions complexes définies sur un méme ensemble 4.

B étant une partie non vide de A, on suppose que, pomr tout r = 0 ef
tout tel3,

des fone-

O < T, @ O -omi< T,

ot les U, et les V, sont des constantes posiﬁ@eé telles que

oo
D U< oo e 'S’V<+oo

=0 . :r'-—O
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+
Alors e produit infini H(l +u, () exp{—v,(2)) est uniformément

p=a
convergent pour teb.
Démonstration. Il existe U > 0 fel que U, <

C | et —1 . .
(1 +’“)2 et - sont des fonetions entitres
2

de a4, il existe M >0 tel que, pour |[u| < U
[(14w)e™—1 < Mu)*  ob

Ceci dit, posons (1-u,(f))exp(—v, (1)) = 1+w (t).0n a pour tout »
et tout teh

w, (1) = {1+, (8) exp  — v, (8) —

Uet V., U pour

tout ¢ 2= 0 Comme

6% — 1| = B |w|.

1) exp(u,(f) — v, () +

+ezp(u,. () — o, (1)) —1
eb ju () —v0@) <V, < U,
(0]) M |oa, (8) — v, (B)] < W,

<, U
(8] << M [, (1) exp (|u, () —
oft W, = MeUT%+MV,. ' |
Comme EOW,, < + oo, ceci monire que le produit infini ﬁ('& A2, (1)

r=0 P}
est uniformément convergent pour #eB.

et, comme |u,

2. Etude des fonctions g-additives de module < 1. Dans tout ce qui
suit, F' est une fonction g-multiplieative satisfaisant &

|IF(r)|<1 pour tout n3z 0.

On a évidemment 1— ReF(ag") = 0 et tout a sabis-
falsant & 1< o < g~1
Nous posons s, = Max (1— RoF (ag )-
. s lSasgg—1 .
Nous définissons une guite {II;} par II; =1 ef, pour lo =1,
h—%

= [T+ Srtan) = 2 [ 1+ Sy

r=0 © =0 G ],

0 pour tout r =

I1 est clair que Pon & [[T;) < 1 pour % = 0.

2.1. Proposrrion 1(%). Powr fout %3 0,
. qk—l

Z F(n) =

& Il est clair gue cetta pwpomtmn est valable sans l’hypothést, que !I'(n)l <1
pour tout. 0, .
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Démon%ra.tlon . Récuwrrence sur k%, en remarquant que, pour
tout %= 0,

gfitly a-1 gh1
Z‘ Z (Z Flag"+m )
n=0 a=0 m=0

2,2. PROPOSITION 2. On & pour tout o3> 1

‘ 2 Fim [*” ve ) UL, ob  » = i:logn]'
0 logg
Démongtration. Le résulbat est triwa,l pour n < g,

En le supposant vrai pour n < ¢V, avec N >0, on montre gqu’il
Pest encore pour qN <7< ¢"™h Pour cela, on écrit n = g b,

avec
Cme(n)ctb~§ (%) ¢, puis
-1 Ce=1 gN_y
D) Fim) = Z(ZFan—i-Z)JrZF(Pq +1)
Meal a=0 =0

et on tient compte de (1) et de la Proposition 1.

2.3. PROPOSITION 3. Pour tout N > 0 et tout h>> 1

)1/2

My pnen — ] <

rmN+1
Démonstration. On a
N4+ R 1 g—1
Dy —Tly = ﬂNw-l( ” - (1+ 21’1(0@')) - 1):
) ‘ =Nl E =1
Aol .
N‘I-h] (1:11] :
W=l | [ {1+ 3 Plag) -1
: Pea N1 a a=1
T-{-Th 1 q:%
< ~{1+ D Pagn) -1
2D e Yrern i
Py R a=1
d’aprés le Lemme 1.
Mais
—1 ’ g-1
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B utilisant I’inégalité de Cauchy—Schwarz, on en déduit

"3" (1 + Sﬁ(aqf')) -

a=1

fi=1

(q 1) (\ g 1)

=

2(1—Rel (ag)) ) d’aprds le Lemane 2,
1

(q—l)m(z(q—l)ar)m = q_i;/z vy

On voit ainsi qae

F— D
1 >“1 1,2$\:2u§i1/~2—};( >'~| ):/

= N+1 9'"1\”1

Wy ns — sl s

2.4. Introduisons maintenant, pour chaque N > 0, la fonotion Fy
définie par o
= [[#le,(n)q)
#=0

1l est clair que [Fy(n)| < 1 pour tout n = 0.
2.4.1. ProrosrmioN 4. 85 n< ¢¥* avee = 1, on a
' Nk

()~ By ()| <V2R{ D 2,)

paa N4 1

1/2

Démonstration. 8i n<g", on a Fyn) =F(n). 8i ¢"gn
< g Nt on a
NR
Fn) = Fy(m) [] Plen)q),
r=IN+1
d’olt
N4

F(n) Ty} = (Fy(n)l| [T Plenmyg)—1]
o= N o L

NA-0

2 1Plamg) -1,

pem N1

N "
<Vi{ 3 [Fen)g)— 1)

N1

d’apred le Lemme 1,

N4 e
<var( ' (t—ReP(e,(mg))",
S
$;"/2}'!1( Z Er)llz‘.

r=N-+1

d’aprés le Temme 2 ,
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2.4.2. ProPOSITION B. Pous tom w2zl on a

—1
i1 | g+t
l;’— Fy(m)— x| < 2,

n

Démonstration. Rema,rquons ’abord que, quel que soit o= 0,
on. a

Fy(ag" +m) = F(m)

car alors, pour r<< N, ¢,(ag"*' +m) — o, (m).

lorsque 0 << m < gV,

I en résulte gne, pour tout &= 1,
qu+Im1 QN-!-I.*]_

D Fylm) =% 3

d’aprés la Proposition 1.
Ainsi, si n = kg™, on 3

Fm) = kqg" " Ty,

n—3i

—};ZF (1) = Iy, = 0.
w=={)
Si maintenant kg™ < n < (k- 1)g¥*, avee k> =1, on a
n—1 n—1

ZF 2 Fy(m), -

m=kgN+1

— Wy, = —(n— kQN+1)HN+1 +
d’olt

f 2 Fyym) —nlly | < 2 (n—kg¥+1) < 27+,

m=

Enfin, D'inégalité & dtablir est évidente si 1< n < g"*" car on a

toujonrs

1

J E (1) —nﬂNHf < 2n

=0

2.4.3. PROPOSITION 6. Quel que soit b= z1, on a pour tout n3> g

n—1 3+
1 — /
{%—;’ _F(m)—mo !WL ; (1+ 5‘11 (ag” ) +2/3p (=g/‘u 81‘)127

o v = [logn/log¢].
Démonstration, Soit ¥ = »—} (donec N = 0).
On anzd" et la Prup0s1t10n 5 donne

(2) ~"“ FN( )=y | <

M=

=1 "
q
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Lia Proposition 3 donne
Nk "
(3) My =gl < l/2h( 61') .

r=N-1

D'antre parb, puisque n < gVttt on o d’aprdés la Proposition 4
PO N»‘l-h 1{‘) .
P ) — By (m)| < VOR( Y ar) *opowr 0L m< a1,
! r=NI|1

et par suite

=

N4

L Srm- L St ( 37

m=0{ e N1

(4)

T résulte de (2), (3) et (4) que V'on a

n—1

yer
l~ FF(m Ay png | S qh oy '5'2‘/27”( E ‘9?-) 1

r=N+1

ce gui n'est autre que inégalité annoncée.

2.5. TaEoriEME 1(Y). On a quand n fend vers -oo

+Sw -] 2

m=0 ’ r<lognflogy

-1

+ D Flag))+o1)-

=1

3

4o
Démonstration. Si Pon a Ye. < | oo, le résulbat est une con-

re=0 .
séquenee immédiate de la Proposition 6, qui montre alors que, pour

tout f =

WZ P(m)— n }«-(1-1- 3:%.1?’(0&&"))

ra lognilogy -

lim
N—r-}00

. oo
Tl reste done i traiter le cas ol Ye, = oo

i}

Remarquons d'abord que, d'aprés le Lemme 3, on 2 pour chaque

‘ (1-1-2 7(ag)| <1

(*) Ce théoréme est analogue au Théoréme 2 de notre article “On o clags of
multiplicative arithmetical functions” {Seripta Mathematica, 28, 1961, pp. 121-141).

Q\GX]_T)(

5q)

icm

Sur les fonetions q-eddilives 293

11 en résulte que, pour chaque k21,

k-1

o) Mi<esp (-5 M),

r=0

oo
L’hypothése que D's, = +co entraine donc que la suite {/Z;} tend
=0

vers zéro.
f—1
Nous devons donc montrer que, dans ce cas, — ZF tend vers
"
m=={

zéro quand o tend vers - co.
Etant donné & > 0 quelconque, il exigbe K entier > 0 tel que |1, < &
powr & = K. 8in > ¢%, on a d’aprés la Proposition 2 _
logn
o =)
ogg

l igZ e (nY g 11T, + Ze (n)g" |1,

P} r=I
"1

e, (n) g |1, + en.
r=0

Il en résulte gue

n-—1

1
;;Z Fm )‘ ‘.

m=0

lim
n—r-00

2.6. Du Théoréme 1 nous allons déduire un théordme qui fournit
des conditions nécessaires et suffisantes pour que ¥ posséde une valeur
moyenne non nulle (°).

TuiorEME 2. X, 8i F posséde une valeur moyenne non nulle,
. 1° La série _
+00 ‘ qg—1
(%) DHe—1- D) #ag)
ra=( a=1
est convergente; '

g—1
2° On a 1+ F(ag’) 5= 0 pour tout r > 0.
a=1 :

IL 8 la série (S) est convergente, le produit infini

" [T3 3oy

(%) Noue appelons “valenr moyenne” de F la limif.e pour # tendant vers - oo
n—1

de—ZF

Mi=0

, 81 cette limite existe et est finie,
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est convergent et F' posséde une valewr ‘moyenne égale & la valewr de ce DrO-
duit infing (%)

(Naturellement, cefite valeur est nulle si, et seulement si, au moing
un des facteurs du produit est nul.) St

Démonstration, On vient de voir que, si Pon a }e, = oo, I
possdde une valeur moyenne nulle. . =0

Bi l'on suppose, au contraire, que 3'e, < o0, le produit infini (P)

?‘—l(]

est convergent Ou. non en 111ém(, temps que la ﬂérw ().

En effet, posons — P (1 + 2 V’ Flag" )) = 1 -1, d’ou

a——l

_JM

U, = (F(ag")—i).

1
g
On a pour chaquer 2= 0

0,12 < (Z P (ag’) 1|) <-—~ZIF

a==1
2(g—1) - ,
< E (1——R3F(ag ), @aprés le Lemme 2,
a=]1 '
2(q—1)°
ST g £g -

g

L’hypothése gue 2 < +oo 1mp11que done Z’ |22, |2 << + o0, et Ton sait

=0
alors que le produxh mflm n 14,) est convergem ou non. en moéme

temps que la série Zu

TWO .
Mais g1 3 Flag’) = —gu,.
. a=1

Ceci dit, si la série (8) est convergente, on voit d’abord que 'on a
+-00

D &< --oo car on a pour chaque r 3 0

r={
a—1

—1
Ré(qwl— ZF(HJQT)) = 31 (L —ReF(ag") = ¢,
a1 =1

(8. Ra.ppelons que le prodmt 1nfm1 ﬂ -+ w,) est dit convergent #il n'a pas
=) :
une infinité de facteurs nuls ot le prodmt I (14 tend vers une limite finie non

tsrsx
Up#D  ~f oo

nulle q_uand z tend vers 4 oo. La wvaleir de H(l—j«u,.) est alors lim  JF(1 4 w).
) . el 00 DS TaST
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Alorg le produit infini (P) est convergent efi le Théoréme 1 montre
que £ posséde une valeur moyenne égale i la valear de ce produit.
Bi maintenant on suppose que F posséde une valeur moyenne M (F)

+ o2
non nulle, on voit d’abord que l’on 2 nécessairement 2 g, < oo, puisgue
=

dans le cas contraire ¥ devrait avoir une valeur moyenne nulle.

De plug, le Théoréme 1 montre que le produit infini (P) a tous ses
facteurs non nuls et est convergent avec pour valeur M (#). Alors la série
(8) est convergente.

2.6.1, On peut compléter le Théordme 2 en ajoutant que, lorsque ¥
posséde une valeur moyenne M (F) non nulle, on a

+oo

1
{6) - N < 2glog e
,%, n |3 (2|
En effet, pour tout % =1, 17, = 0 et Pinégalité (5) peut s’écrire _

k-1 1
e, < 2qlog .
2 L

=0

Par passage & la limite, cette derniére inégalité donne (6).

3. Application & P'étude des fonctions g-additives réelles. f étant une
fonction réelle définie sur 'ensemble des entiers > 0, soib y, (%) le nombre
des entiers m satisfaisant & 0 < m << n—1 pour lesquels f(m) < u, et soit

1
aﬁ(r“’) = 7’; Y (u)

On dira que f possdéde une distribution limite s'il existe une fonction
de distribution o, c’est & dire une fonection réelle non décroissante sur R,

satlsfalsa.nt %

lim ofu) =0 et lim o(u) =1,
U—+—00 U+ 00

telle que la. guite {o,(u)} converge vers ¢ u) en fout point de continuité
de o.
On sait que, pour qu’il en soit aingi, il faut et il suffit gue la suite

to ; ot :
{ f wudan(u)}, c'est & dire {—;Z exp(itf(m))},.

Y m==0
converge pour tout ¢ réel, la limite étant une fonction continue de t.

+o0
On a dailleurs fe™da(u) = Hm fe““do' (u)

N—r-foo —o



icm

266 s Hubert Delange

Si, pour chaque ¢ réel, on détinit une fonetion 7, sur Pengernble des

enfiers = 0 par '
Fy(n) = exp(itf(n)),

la condition eci-dessus signifie que, pour chaque ¢ réel, F, doit posséder
une valeur moyenne @ (1), la fonction @ élant continue sur R,

3.1, Ceci dit, nous allons établir le théordme suivant:

TEROREME 3. Soit f ume fonction g-additive réelle. Pouwr que f posséde
une distribution Uimite, il faut et 41 suffit gue les deuw séries

40 g—1 oo gl

80 3 (D) e (=) Y

F=0 f[=1 r=0f g==1

Flog')

soient convergentes.
Quand ceci o liew, lo distribution I@m@te a pour fonction caractéristique
e produit infind

ﬁ—l& (1t Z exp il (aq'),

convergent pom tout t réel.

3.2. Remarguons d’abord que, dans le cas considéré iei, la fonction 7,
définie plus haut est g-multiplicative. Comme elle satisfait 3

y(m)] =1  pour tout n =0,

on pent lui appliquer les résnltats de la section précédente.

3.2.1. Ceci dit, supposons d’abord que f posséde une distribution

Hmite.
H existe @ continue sur R telle que, pour tout # réel, I, possdde une
valeur moyenne égale & @ (1), eb, comme $(0) = 1, il existe 7' > 0 tel que
1D(1)] = &

Diaprés le Théoréme 2, pour tout # réel de module = I, 1o série

pour [f = I'.

o | | +j(q?l-— Sjﬁ'u(asf))

est convergente, autrement dit les séries -

(8 S(q—ul— 2 GOS(tf(c_qu)J) et . (¥} E (Z sin{if (ag )))

sont” convergentes.
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De plus, d’aprés la remarque du paragraphe 2.6.1, on a pour || < T
e l<agg—1

oo

(7 2(1—003(@7‘(«1;1’))) < 2qlog2.

re=0

En intégrant (7) de 0 4 T et multipliant par /T, on voit que, pour

chagune a= 1 ef < ¢—1, on a
(8) 29 (Tf(eg") < - 2glog2,
r=0

. gin
ou g{u) =1— pour % #= 0 eb g(0) = 0.

Oomme g (%) = 0 pour tout » réel b gi{u) = § pour % > 2, ceci montre
quw’il y a an plus un nombre fini (ne dépassant pas 4qlog2) de » pour les-
quels |f(ag")i = 2/T.

Par guite, il existe M, > 0 tel que |f(ag”)| < M, pour tout r

11 existe m, > 0 tel que g(u) = m,u? pour |u| < TH,, car la fonetmn
qui prend Ia wvaleur g_('z:)_ pour % = 0 et la valeur } pour % = 0 est

%
continue sur R et est toujours > 0.
Aingi (8) donne

+oo :
2qlog2
> fagy < 2262
Lo SUELS gy TR
 La série (8,) est donc convergente. : _
Maintenant, 51 M = Max M,, le Lemme 5 montre que l'on a pour
I<a<ig—1
tout r = 0, tout 4= 1 et < g—1, et tout { réel
. i (ag")* _ MpP
in i (0) — o) < LEE < 2 gy,
et par suite on a pour tout 7> 0 et tout ¢ réel
(9) > f(ag') 2 sin|
a==1 o awl

Alors 1a convergence de la série (S”) pour ] < < ' ot celle de la série
(3,) entrainent la convergence de la série (3,).

3.2.2. Suppcsons maintenant que les séries (8,) et (S,) soient con-
vergentes.
Comme, d’aprés le Lemme b, on a pour tout r > 0 et tout ¢ réel

g—1— Zcos {tf (ag")) 2( — cos(tf( ag’) Zf(aq

=1 a=1
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la convergence de la série (3,) entraine la convergence de la série (¥')
pour tout ? réel.
Par ailleurs, Ia convergence de la série (8,) enfraine Dexistence d’un
M > 0 tel que
1flag’y) < M oot 1<Casg—1.

On a alols (9} et la convergence des séries (S,) et (Sg) entraine celle
de la série (8”) pour tout i réel.

Ta série (S%) est convergente pout tout ¢ réel puisque (') et (37)
le zont.

Daprés le Théoréme 2, pour tout t réel, F,posséde une valeur moyenne

égale i - .
”—glz_ (l+ 2 Ft(aq?')).

On va voir gue cette valeur moyexme est une fonction econtinue
de 1. Bn effef, si I’on pose
1
v 1tf{aq"') 1)’

1 ‘ .
E(l—f—ZFt(GQ’))‘:l—kur(t), ot wy(l) = >

a=1 . a=]1

_an

=1

pour ¥ =

g1

&b

le Lemme 4 (avee & == 1, puis avee & = 2) montre que 'on a pour |{j << T

g-—-1

- T (g —1)
) < == 3 (0, ol ) < Zf

=1

et
. e 21

D, Tl

a=1
Le produit infini I Y (1w ()™ est donc uniformément con-

vergent sur tout m.tervalle [, +17, d’aprés le Lemme 6, et par suite
8a valéur est une fonction de ¢ contmue sur B, Or il est égal &

[T+ 3 mios o~ S5 Stod )

=0

Regu le 2. 8. 1971 ' _ (189)

ACTA ARITTHMETICA
XXI (1972)

On the diophantine equation a{#'—1)/(z~—1) = y™
by
K. INKERT (Turku)

1. Among the diophantine equations p{z) = ™, where p(z) is a
polynomial with integer coefficients, the eguation
" —1

1), a@ '+ e+l =a—— =" (mz1, 5|>1, m=2)

is an interesting special case. In addition to x and v, also a,n, and m
ean be integral variables in (1). The problem of determining the solva-
bility in integers of (1} when all these numbers are variables seems to
be unfeasible. Various special cages arise by fixing, or specializing in gome
other way, one or more of the variables in (1). Particularly the case & = 1
with certain other restrictions has been treated by many authors. Oblath
{127 has determined ail solutions of (1) when z = 10, 1 < o < 10. More
accurately and by a slightly different route, he has proved that all num-
bers which are perfect powers and whose digits in the scale of 10 axe
jdentical and not equal fo 1, are 4, 8 and 9. Sierpinski also has dlscussed
this problem in his monowra,ph ([147], p. 276)(*).

Ag, from our point of view, the cases # = 1 and n = 2 can be regar-
ded as trivial, we assume in the following that = > 3. Without loss of
gonerality, it can also be assumed that m is a prime.

‘We-shall make use of the following results coneerning the case ¢ = 1
which were given by Nagell and Ljunggren.

{A) If 4|n, then the only solution of (1) in integers B =d, 2 =7,
m =2y =420 (cf. [8])

(B) If m—2 (1) has only the solutions n =4, o =7, y = 420
and n =5, 2 = 3, y = 411 {cf. [67, [9] and also, because of the used
method, [2]).

{Y) Note also the problem presented by Oblath (J.-ber. Deutseh. Math. Verein.
47 {1937), p. 64, Aufgabe 258) and three solutions of thaf problem (ibid. 50 (1940),
pp. 3-5). The solufion given by J. Eréd is not, however, complete, since the theorem
of Biegel [13] has been applied incorrectly.



