icm

ACTA ARITHMETICA
XX (1972)

Eine einheitliche Herleitung einer gewissen Klasse von
Transformationsformeln der analytischen

Zahlentheorie (II)

Yon

HANS-JURGEN GLARSKE (Jena)

Im ersten Teil der Arbeit [5] wurden gewisse Hilfsfunktionen U, q,
U*, Q" untersucht, die die Grundlage fiir die im Titel der Arbeit ange-
gebene Aufgabenstellung bilden. Entscheidend war eine Funktional-
gleichung, die sich véllig elementar herleiten lieB (s. 51 (2.11)) nnd die
geeignet ist, durch Spezialisierung der Parameter die oben erwihute
Klagse von Transformationsformeln zn Hefern. Der Ausfithrung dient der
zweite Teil. '

Im ersten Paragraphen werden die wichtigsten Brgebnisse des ersten
Teils angegeben und die Betrachtungen étwas weiter gefithrt.
 -Im Paragraphen 2 wird die Bpezialisierung der Funktionalgleichung
([6], (2.11)) auf ganzzahlige s vorgenommen. Man erhilt dann ein Rezi-
prozibitsgesetz fir die Hilfsfunktion U*, das dguivalent der Klasse der
gesuchten Transformationsformeln igt. Damit ist man an sich fertig.

Im Paragraphen 3 wird nun fiir spezielle Werte der Parameter der
Zusammenhang zwischen den hier betrachteten Funktionen U* und *
und den sonst iiblichen Funktionen benutzt und damit der Anschlul
an alte Brgebnizse hergestells. '

§1 .

LI In [6] wurden meromorphe Funktionen von s'betrachtet, die
fir Re(s) =0 > A"+ x4~ durch die Reihen

() Qo355 0) =10 X llg 8y oot T
(2} la’rg(w)l<ﬂ'3 0<a, fslat+f #0; 4, p>0
bzw.
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(29 w(py—1) < arg(ew) < =3 Ap>0, p=pu+2k 0 ,u‘,<2
0<k=0(), 0<a, f<T, atf(l—p) #0

definiert waren. Aus (L.1°) entnimmt man leicht (s. [5], §2)
i a l—

1.2, Mit Hilfe eines Satzes aus der Theorie der Mellintransformation
ergibt sich aus (1) nach leichter Rechnung Hir o > Max(2/4, 2/u)

= {8, As—a, p)du
fiir
6)) larg(w)| <m; A, p>0; 0<a, <1
wobei _
pi(thy a) = Ny (Au, a), O<<a<1

gesotzt werde und {(u, «) die Hurwitzsche Zetafunkiion sei. Im folgenden
- werde immer (4,0} = {(u,1) = {(u) (Riemennsche Zeafunktion) de-
finiert.

Mittels (3) kann mann sofort eine analoge Infegraldarstellung fiir
U anfschreiben. Die Fille af = 0 lassen sich sofort mittels

©  @=qfogey 0, f )

+ Bao®ulSy B) + Oapipals, m)0™°
erledigen, wobei 4, das Kroneckersymbol sei 1111(1. (6) fiir o®+-p2 #0
eine Folgerung ang (1), fiir ¢ = f = 0 eine Delinition ist.
Mit (3} ergibt sich dann analog fiir U die Bezichung
. a+5a;) ﬂ+éﬁ0
A ou

) U= U(w, $ + Bao [P (85 B) + e ™%, (5, 1— B))+

+ {(8pyt Splpals, @)™

1.3. Die Darstellung (3} fiir alle s und 0 < a, § < 1 wird zur Definition
einer ¥Fanktion @* verwendet. Diese hat fiir alle s einen Sinn (s. [5], §3),
wenn man das Integral als Cauchyschen Hauptwert auffafit, falls Pol-
stellen des Integranden auf dem Integrationsweg liegen. Wegen der
Verabredung iiber {{u, 0) gilt hier an Stelle von (6)

L& ‘E‘aao B +5ﬁo)
7

(7) ¢ =9

1(92) @ = TL+2p, (-2 flo™™
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Offenbar entsteht Q* aus ¢ indem man die Residuen der Polstellen von
@, (s—u, §) addiert, die links vom Wege (¢/2) liegen und die Residuen
der Polstellen von g¢,{u, «) subtrahiert, die rechts voun (¢/2) liegen. Die
Regiduen der Polstellen auf (¢/2) sind mit dem Faktor 1/2 zu versehen.

Abzuziehen gind also die Residuen der Polstellen bei
o =0,-1,...,—Fk, k=0

wobel k so zu bestinumen ist, dafh —% > o2, —k—1 < o/2 gilt.
Wir setzen

(8) § =4dm-+x, m=0(1), —~2< Re(x)<2.

Dann bestimmt sich die ganze Zahl & zu

Re(x)
2 ]’

(8") k= —2mw—1—[

wo [#] die grifite ganze Zahl bedeute, die kleiner oder gleich # ist.

Die Summe dieser Residuen, einsehlieflich des Terms, der fir a = 0
in (6) hinznkommmt, bezeichnen wir mit 2;. Eine einfache Rechnung liefert
fiir £ =10,1,2,... '

__1" .
©) @ -—Z Lt i, aipls-t, )0+ 2upls, B)-

Auﬁerdem ist das Residuwum bei 4 = A~! zu subtrahierten falls o < 2477
ist. Dieses sel @,:
I

Zn addieren sind die Residuen der Polstellen bei

U =8,8+1,...,8+%
wobei gich % aug den Forderungen o-+%" < 0/2, o+ %" +1
i k' = & ergibt.

Bezeichnet man die Summe dieser Reslduen, eingschlieBlich des fiir
A = 0 hinzukommenden Terms mib 1, so liefert eine einfache Rechnung
fir £ =0,1,2, ... '

= of2 eindeutig

i |
Wl v .
00w = Nt s, e s, @)
ve={

1

Anflerdem ist das Residunm der Polstelle bei v = s—',u* zu addieren,

falls ¢ < 247" ist. Dieges sei #,.

) ot

(9,) | f, = =D+ ps(s—4""
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Um die Polstellen auf der Integrationsgeraden mit dem richtigen Gewicht
zu versehen, fithren wir noch die Beszeichnung

1 fiir 0'<2.Qy

(S

(95) g, = fiir o =2p,

>

flir o> 2p

ein. Damit hat man den :
Sarz 1. Far larg(e)| < mi d,p>0;0<Ca, K1 gilk
(9) QF == @ — ey -F £y — By Ui — &1y — B Y~ Yira) -
. . .
Bemerknng. Wie iiblich sei fiix k<< 0 3 = 0.

r=0

1.4. Analog kann fir T verfa.hlfen. Mit (3.4) exklirt man

1) T = [0 g, @lpls —u, )+, (s, 1~ )]
% (@) -
fiir

(11)  w(ue—1) < arg(o) < w; 0<Ca, <15 0 4y p,
- = 2k, 0 << 2, K == 0 (1),

Auch U™ stellt fiir jedes s eine wohldefinierte Funktion von w dar und
der Zmsammenhang (3) besteht auch fir U und ¢*. Dureh analog
iiberlegungen wie oben beweist man den —_— ‘

SArz 2. Far (11) gilt
{12) U = T — e+ 81,0 — g -7y, — 8y (g — gy g O y)
wobet die folgonden Abkiiraungen benutet wurden:

(12) % = T+ (s — 27", B)+ 607, (- 471, 1 f) ],

.
i =1y . S ,
(12) = 3Lty oot s, B 6 s o, 1= Bl

=0 )
: +6ao[‘P,u(s, ﬁ)ﬁ—e"“’“ﬁsq;p(g, 1mﬁ)],.
(123) . 6# = P(l +‘LLM1) (1 _I_e—ﬂij.a{]).u) @s (5_ _ ”_1, a) wﬂ—lwsj

p!

w={)

. E . . _
(120 2 = ——2'(_1) Pa(s+v, Q) [L(—pr, )+ {(—py, 1— f)lo™*

g o = {8g -t dp)pa(s, @)™,

Transformationsformeln der analytischen Zahlentheorie (II) 2

ot
-

§2

‘Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist jetzt die Funktional-
gleichung (2.11) aus [5]:

- 1—a 1
U*(w;s;j,ﬁ)-}- U*(g);S;;,i)-{-e ﬂqu[U*(Q);S; a, ﬁ)'i—

4 H
. vl
_w"--&'{_U* (em'ﬂnm‘l; 83 lzﬁ, z) + (e"“"“ﬂcu'I_; 8;1;'!9, ;) +
+6‘m"‘03[ U*(e"‘f”ﬁw*; 8; ﬁ, 1;&) +U* (e’”“ﬂw‘l; s.; ﬁ, 1;‘1”}*1'-
~ (1_6_2%3)[@* (sjﬁ) +Q*(w;8; #ﬁ)] CA=p().

Wir wollen s s0 wihlen, daB die rechte Seite dieser Funktionalgleichung
verschwindet. Das ist fir su, = k = 0 (1) der Fall. Tm Hinblick auf die
bekannten Spezialfalle wollen wir u = 0 (1) wihlen. Da nach (1.3) fir
gerade g die Funktion U im wesentlichen eine Summe von € — Funktionen
ist, sei dariiber hinaus p =1(2), d.h #y = 1. Da wir oben 1 == u(2)
gefordert haben, mub dann auch 4 =1 (2) gelten. Setzt man noch ¢ = =,
so hat man fir '

(1) Tm(w)>0; 2=0/(L); 0<d,p=1(2); 0<a, f<1
die Funktionalgleichung

(2) o* (w; 3 ;, g) -+ U*(o); 3 z,'f) +

. d1—a 1— : i—a 1—
T(ml)“[U*(w;%; JRE Mﬁ) +U*(w;%; u Aﬁ)]
T ) - 1—-8 « - 1—8 a
=0 {U*(—w Yoy i{ﬁ’,u) +_U*.(fcu Timg; .Mﬁ’;-) +
' - —a _ 1—a
sttt ) e 55
Bemerkungén. 1. Man kann {2) auch direkt mittels (1.3) und (1.1}
auf vollig elementare Weise, d.h. ohne die Betrachtungen in [57] -verifi-
zieren, falls man noch die Bemerkung verwendet, dal (1.83) auch fiir
U* nnd @* gilt. : '
2. Bine Vereinfachung ergibt sich fir A4 = . Schreibt man der
Rinfachheit halber .

3) 7 wis ) = Vw55,
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&

so wird aus (2)
4)  Tiw;nga, )+ (—1"Uile;n; 1—
oMU o a1, a) (1P TR (=T By 1 —a)].

Durch Spezialisierung von n, 4, u, o, § erhdlt man nun alle in dieser
Richtung bekannten Transformat1onsformeln Diege sehen in U™ besonders
einfach aus. Um diese auf die in Spezialfdllen in der Literatur bekannte
Gestalt zu bringen, muf man die Ergebnisse von §1 verwenden., Nur
deshald sind die folgenden, rechnerisch etwas miihscligen, aber véllig
einheitlichen Betrachtungen notig. '

Dax Vorgehen ist dabei das Folgende: Gemil (1. Satz 2} wird *
auf U 7muckge£uh1t nond in (.;) emgetraygen Das soll nur beispielhaft
gegchehen. :

, 1-p)

§3

3.1. Der Fall 5 = 0. Wir wollen hier die Rechnung nicht im allge-
meinen Fall durchfiihren, sondern nur den bekannten Fall 4 =y =1
betrachten. Nach (1.8) wird m = » = 0 und nach (1.8") deshalb % = —I1.
Alge Wud {tg = 1) '

vy = S I (s)[£ (s, B)+e (s, 1— B)] = Suh(B),

§—+0

0<C <1

wobel L{x) der Polylogarithmus ist, der fiir ¢ > 0 und reelle nichtganze
# durch

. . _ hia gt
(1) : uw)=2§ —
erklirt ist. Hierbel wurde die Lerchsche Fimktzmmlglewhng (5. etwa [2],
3,29, (7))
(2) p(s, w)_—}-e‘“"sqﬂ(s, L—g) = {—2md)’l_,(2), O<wo<<l

verwendet. Weiter ist nach (1.
mit (2)

95) &, = 1, also bendtigt man nach (1.12;)

~

i, = {

—2m) 5 () ™!
Weiter ist e_,_, = ¢, = 1/2. Damit wird mit (1.12,)

0<p<L.

ol =) = — 5 Balal(B), 0<f<1

wobei B;(a) das erste Bernoullische Polymom ist. Allgemein Seien diese

Polynome durch

o0

we™ B.(n
@ P
. s n=0

[] << 2m

icm
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erklirt. Den Zusammenhang

B, 11 ()

) Elmy o) = =TI,

n=40,1,2,..

der oben fiir » = 1 verwendet wurde, enfnimmt man etwa (21, 8. 27,
(11)).

Wegen u = p, = 1 ist #; = 0. SchlieBlich wird »_, = 0 fir 0 < g1
und es gili wegen ‘

’:(07.6')“1“':(051_16):01 0<|8<l

&{v_1—2) =0. Fir § =10,1 faBt man die entsprechenden Terme
zusammen, d.h. man bildet gemil (1.12) und obigen Uberlegungen

L =Tim{sg[ag—2u_+v_;—v ]+ (s, a) o5}
8-+0 .
=lim {3Bo(a) () (L + e ™)+ 3 (s, a) o™} I'(s).

&0

Mittels der bekannten Laurententwm]dungen (3. etwa [2]) erhdlt man
sofort :

By (a)
2 .

1
I = log{—2min) + 2 £(0, a).

Man beachte, dall (s.[5], §2) die Funktion U fiir s = 0 eine Polstelle
besitzt, falls a4 (1 —p) = 0 ist. Deshalb braucht in «_, der Term fiir

- f = 0,1 nicht beriicksichtigt zn werden. Wir miissen wegen (2. 4) sogar

fmdem
a(l—a}+A(L—B) #0
Zusammenfassend wird also mit TF = U7*
(6) U3 050, 8) = Tlo305 0, )+ 4r
FEI— 050~ 85) (Byla) — 8, (B)—
—3(8p+ 8p1) [By(a) log { —2niw) 4-L'(0, o)1

Trégt man das in (2.4) ein, so ergibt sich nach elementarer Rechnung
unfer Verwendung einiger bek&mter Dlgensehaiten der B, {, und I-Funk-
tionen gofort der '

Barz 1. Fiir

m(e)>0; 0<a,f<L,  all—a)+AL—f) #0
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ith

U{w; 05a, f)+ U(w; 051—a, 1 —fF)—

~U(~00;1-8,a)— U(—aw ;05 8,1—0)
= ni[By(f) o™+ 28 (a) Bl(ﬁ V- By (aie].

Hine besondere Vereinfachung ergibt sich filr 4 = u = 2l (2), o =1,
B = 0. Dann lautet (2.4) mit -
Ui(w;s;1,0) = Ui(o;s)
einfach ‘

Ui(o;0)= Ui {—w™'; 0).

Durch analoge Rechnungen wie obén, erhilt man aus (1.12)

. M 1, o
20 = 0 — —— — —log—
14 (w,O) Ulew; 0) TN f)g:i
und fiir A>1
A

‘ i w*? 1 @
Ui{w; 0) = U.l(f{)i 0)+”“é"[e—ni/2._l - gni,'l__l] —Zlog'{‘

Damit haben wir den -
Barz 2. Fiir Im(w) > 0 gilt

. _ 7 1
Oal; 0) — Uy(— 0725 0) = E1og%, 1L<i=1(2)
und fiir A =1
o -, | )
U(‘“_i 0)— U(—w™;0) =T2“(w+w 1)+510g@—,-
Letzteres ist das Analogon der Tramnsformasionsformel der Dede-

kindschen n-Funkiion, ersteres eine Verallgemememng derﬁelben (3. auch
(4], §3, b.)) und ([5], Abschmtt 2.3).

3.2. Der Fall s = 1. Mit den Bezemhnungen von (1.8°) wird % = --1,
also bleibt von der nach (1.12) zu berechnenden Swmme in g, v, Lem
Beitrag. Wegen (1.9;) wird e_j_; == g, == 0 fiir s = 1 und .

1, A=1,

& = .
e, 4> 1.

Damit sind tir 1, x> 1 nur die in %_y; v, auflretenden Zusatzterme
fir o =0 bzw. § = 0,1 zu berticksichtigen, fiir 1 =1 oder 4 = 1 auch
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noch #, und ¥y, letzteres ist aber Null (s. (1.12,)). Fihrt man diese Rech-
nungen durch, so ergibt sich

U* (co 1,;, i) = U(ca l,g,i)
— (g5t 835) (1**511)5(3;&)0)_14-27!‘5%0 S lo(B) —

_ La {(1 = g Bar) [ (B)— i (L — ) By (B)] — (B0 + 8 %

x [—?(a)-+-log(_— (%)*‘i@)]}.

Wir wollen. das im allgemeinen Fall nicht in (2.2) eintragen. Wesen-

. tliche Vereinfachungen ergeben gich im Falle A =pu Fir A=p =1

erhilt man durch Bintragen von U® in (2.2) sofort den aus ([4], § 4,4)

- bekannten

Barz 3. Fir Im(w) > 0,0 a, 51 gilt
U(w; 15, )= Tlw; 1;1—a, 1—f) — | |
— 0T [T~ 11— B, )+ T(— e~ 15 6, 1—a)]
= — 2mi[By(a)+ Ba(f) o],
Filr 4 = >1 wird
U315 0, B) = Us(w5 15 a5 B) — (3p-F 6) L1, ) eo™

und durch Eintragen in (2.4) erhilt man in Verallgemeinerung von Satz
3 den ‘

Satz 4. Fir Im(0)> 0,0 < a, <1, L< A== 1(2) gilé
Unlw; 13 0, f)— Uy(o; 11—, 1—f) — o
o Uy~ 118, a)— Uy(—e Y15 8,1 — a)]

=By 83p) [E (A, @) — £ (2, 1~ a) o™ + (Sup+ 8 [E(2, B) — £(2, 1 —B)]-

3.3. Der Fall s = 2. Zur Umrechnung von U* auf U wird nach (1.8)

k= —2, also nach {1.9;) ¢, =¢_, = 0,
T A= l:“ =
g =

0, Aix1.

und die Summen in % _,, »_, verschwinden, genauso wie v,.
Wir benitigen also neben den von « = 0,8 =0, 1 herrithrenden
Zmgatztermen in w_,, v_,, die wir mit (2) vereinfachen, nur den von uy
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herrithrenden Anteil, also
ylim (s —1)[¢(p (s —1), B)+ o™ (u(s—1), 1= B ™

8>3

, O0<fi<<clund p=1,5=0,1,

(= 2wl ()
m[ o' (u) w
0, o= 1}15 = 0.
Also wird
* Lo ﬂ _ L5, 2 ﬁ o (.“"'27:7:)2!‘11~2,r£(ﬂ) .
75 (w’2’l’y)—U(w’2’l’,ﬂ) duo @)
- B {— 2mi)
— (845 + 615)£ (24, @) w0 QMTNWIL—N(!B))-
0, f=01p>1
T, —
“ 11, sonst.

Mit dem so berechneten U* gilt wieder (2.2). Eine Vereinfachung ergibt
sich wieder fiir 2 = ». Wir notieren den bekannten Sonderfall A = u = L.
Wenn man noeh (s. [2], 8. 31, (17,18))

!

(Bmi}™ B
Zn(m)—l“(—l)nl"(lu—m) =l B, (), [ -—.0,.1,4..,

0, _ o= —1, =2, ...

- verwendet, so erhéilt man nach kurzer Rechnung den
Sarz 5. Fiir ITm(w) >0 und 0< o, B 1 gilt

Ulw; 250y f)+ Ulw; 2;1—0, 1—f)— _
0 [T —0 231 —8, a) + T (—o7%2; §, 1—a)]—2mie™ =0.
Dag ist ([4], §4,3.0)
Bine weitere Vereinfachung ergibt sich fir 1 =pu=1(2), e =1,
B = 0. Hier lautet die Funktionalgleichung (2.4) wegen § 1 einfach
Tiw;2) = 0™ Ul (—0™; 2)
und es wird ' :

Ut (w3 9) = Ul(w;m—z;(zz)m“ﬂ—fg’i Syt

Damit hat man den

icm
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8aTz 6. Fiir Im(w) > 0 und 0 < A =1(2) gil
U w; 2)— 0 Uy~ 07 2) = £(22) [0 —1]+midye.

Das ist fiir 4 = 1 das Brgebnis ([4], § 3, ¢.)), das Guinand in [6] aunf
andere Art bewies.

3.4. Der Fall s = p+2, 0<p =0(1). In diesem Falle ist U* leicht
anzugeben, da es sich von U nur um die von a = 0 und 8 = 0, 1 herrith-
rentden Anteile unterscheidet. So wird

g
F (1Y (P2, 11— By + i) a2 a)o 7%

Tragh man das in (2.2) ein, so erhilt man eine Funktionalgleichung,
die ans (2.2) entsteht, indem man U* durch U ersetzt und » = p+2
wihlt. Besonders einfach wird diese Funktionalgleichung im Sonderfall
i =p=1(2). Dann gilt der

8aTZ 7. Fiir Im(w) > 0,0 << a, <51 gilt

osmagf) U(wsn2 5, ) = dnloatz +2, )+

Uplw; 24250, B+ (1P Ty(w; p+251—0, 1—F)
= 0P T (—o P+ 2518, ) H{—1F T~ p+ 28, 1—a)l.
Fir 4 =1 ist das ([4], §4, (6)).

Fine weitere Vereinfachung ergibt sich im TFalle gerader s =2 (m +1),
l<m=0(1) und 1 =p=1(2), « =1, f =0. Hier wird nach (2.4)

Uilew; 2m-+2) = @M= Ui —ow " 2m+2)
und ‘ . _
Ui{w; 2m+2) = Uy(w; 2m-+2)— ¢, (2m - 2) I,
Damit gilt der
SATz 8. Fiir Tm(w) > 0 gil

Ux(fPS Zm-2)— 0 T T (- 07 2m - 2) = i (2m+-2) [w™¥=2—17.

Fiar A == 1 ist das, in etwas verinderter Bezeichnung, die Beziehung
(4], §3,¢.)).

3.5. Der Fall s = —p,0<p =0(1). In diesem Falle wollen wir
die zngehorigen Rechnungen nicht durchfihren, sondern nur hemerken,
daf man Verallgemeinerungen der Funktionalgleichungen ([4], §4, {2,
(5)) und {[4], §3, 4.)) erhilt, deren erste fir A = p =1 in [7] von Iseki
hergeleitet wurde und in [1] von Apostol neu bewiesen wurde. ‘Wir geben
die Trgebnisse an: '
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8477 9. Fir Tm(o) > 0,0< ¢, f <1, 0 < p=0(1) gilt

Ulw; —p; a, B)-H(—1)P U(w; —p;L—a, 1—f)—

=@ [U( =Y —p;1—=F, ) H (1P T{—w™; —p; 8, l.w;a)]
P

- (pT;")TZ (13:-2) B,(6) By iy (B) N,

ma=()

Sarz 10, Piir 0<m =0 (1), Tm(w)> 0, 0< A ==1(2) gilt

g - Bonsz oo s
Uylw; —2m) — o™ U — 0™ —3Zm) = iz—wrffzm)—i-nwu(mm”'l + ™ 4

M) (1 42 (2~ 1)

L
2 (m)!

o+ EI{BM_H'JW;[ (1 —-l)(:(ﬁ(v _Zm)) —H(A(2m —'V)) ! (211@)’1("“2’”) C(l 2 (2 _W))]
. w1(2m—7) ! (Jw +1) .

X(ww _!_ w?.m—%') +

(—1)"+1 | Bypya [n0 (1 = 25 (— Am) + A{Am) 1 (2xi) =& (1.4 2m)]

+ .
2 (m )2 (Am 1)

m
.

Fir den Vergleich mit bekannten Spezialfdllen denke man immer -

an die Lambertreihendarstellung aus ([5], § 3) und die Beziehung

(=2m)" ' U(w; 1~55 0, f) = L ,(0; a, )
die in [4] Verwendung fand. |

. SchiuBbemerkungen. Zusammenfagsend kann man sag'en., daf in
dieser Arbeit durch die Binfithrung von Funktionen, die dem Problem
angepalt sind und die allgemein genug gind, alle bekannten SBpezialtille
zZu u.mfasseu, eine duflerst durchsichtige’ Herleitung aller bokamwien Resi-
p?'oz@tdtsggsetze aus einer einheitlichen Grundlage heraus gelingt. Das daneben

-eine Vielzahl allgemeinerer Beziehungen hergeleitet wurden, ist bel der
Art unseres Vorgehens selbstverstéindlich. Durch die Einfiihrung der
Funktionen T, " vereinfachten sich auch die Formeln wesentlich. Erst
die Riicktithrang auf die bekannteren Funktionen U und @ vergrdllerte
den Schreibaufwand. Die so aufgeschriebenen Formeln evlaubten damn
aber den Vergleich mit bekannten Darstellungen. Es ist selbstverstandlich,

dad aus (T, (2.4)) und derén Spezialfillen durch Einfragen der agymp-

V‘totiscl.u_an Entwicklung -von §* fir o —0 auch asymptotische  Funltio-
nalgleichungen anfgeschrieben werden konnen, die Sitze aus. ([4], §2, 3)
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veralligemeinern und fiir A=p =1 hzaw. A=p =1, a=1, # =0 auf
diese zuriickfallen.

SchlieBlich sei noch erwihnt, daB der Untersuchung der Funktionen
¢ und U im Teil T mehr Raum gegeben wurde, als nitig gewesen wire,
um die Ergebnisse des Teis I zu gewinnen. MaBgebend fiir diese Darstel-
lung war die Erzielung einer gewissen Vollstdndigkeit und die Herstellung
des Zusammenhangs mit bekanuten Resultaten. Mit wenigen Bemer-
kungen wurde die Dardfellung unserer Funktionen als verallgemeinerie
Lambertreihe abgetan (s. I, 2.3). Diese historiseh wichtigen Darstellungen
waren. fiir die Herleitung unserer Ergebnisse nicht ndtig. Der TUntersuchung
der hier auftretenden verallgemeinerten Lambertreihen war eine Diplom-
arbeit gewidmet, deren Hrgebnisse an anderer Stelle veréffentlicht werden.
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