icm

ACTA ARITHMETICA
XX (1972)

Kapazitdt und Dimension verallgemeinerter
Cantorscher Mengen

von

F. SomweIGER (Salzburg)

1. Einleitung. Wir betrachten zahlentheoretische Transformationen
T:10,1]1—1[0,1], wie sie etwas allgemeiner in. {61, [7] und [83 besch-
rieben wurden. Ist in den dort verwendeten Bezeichnungen T 'zeB(k),
so nennen wir die Funktion a,(x) = k die s-te Ziffer von o Wie iiblich
wollen wir mit B(k,, ..., k) = {8] a,(z) = %;,1 = 1,..., 8} einen Zylinder
bezeichnen und mit H(k,,..., &,) dessen abgeschlossene Hiille.

By sei W die Menge der auftretenden Ziffern, R;, 4 =1,2,... eine
Folge von Teilmengen von W. Mit | M| wollen wir stets die Anzahl der
Elemente einer Menge M bezeichnen. Wir setzen vorans: '

(a) ' W] = 3,
(b) 2 < B < oo,
(c) D > i(B(%) divergent.

=1 g .
Die Voraussetzung (c) ist erfillt etwa fir B, =R,0=1,2,...
mit |B| < |W). S
Sarz 1.1. Die Menge

¥ = U H(kly“': ka)

s=1 kieR;

ist eine perfelte, mirgends dichte Nullmenge.
Beweis. Die Menge B(s) = (J H(ky,..., k), ¢ =1,2,...,8, igf

kjeRy

abgeschlossen, daher auch F = (0 H(s). Ist zel, so gibt es eine (nicht
g=1 .

notwendig eindeutige) Folge - von Zylindern B(k,) = B(ky, k) = ... mit
=Y H{k,..., k). Da AMB(ky, ..., k)] — 0 und (R, > 2, findet
el . .



iom

man stefs beliebig nahe, von & vergchiedene Punkte in #. Daher st F
perfekt. Mit Hilfe der bekannten Abschitzung

G HB Ry, - ey B (B Ty ) < MBUy s i)
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folgt
3 aBE)).

7 AN R,,-‘.i; 1 ‘

CABls+1) < ABE) 10

Ans (e) folgt, daB ¥ eine Nullmenge ist. _
In dieser Arbeit sollen die Kapasitdt und Haugdorftdimension
von F, sowie der Stetigkeitsmodul- einer verallgemeinerten Lebesgue-
. funktion untersucht werden.
2, Kapazitit. Bine auf 10, 1[ stetige abnehmende Funktion ¢fi) = 0
mit limp({) = oo, nennen wir eine Kapazititstunktion. Ist K elne kom-

{—0-1- .
pakte Teilmenge von [0, 1] und M die Menge aller Mafie x mit u(K) =1,

fiir welche die Borelschen Teilmengen von K melbar sind und weiters
u(@) = [p(lo—yhduly)
&

das Potential von g beziiglieh ¢, so setzen wir

V() = infsupu(a).

pedd .

O, K) = V{E)" bzw. =0, wenn V(K) = oo heift die Kapazitit
von K.
Wir getzen nun

Dis) = max MB{ky, .oy o)), ()= min A{B(ky, ..., ).

TgeRy ) kel

Es gilt_éédann
SaTz 2.1, Ist die Rethe

o S _eld)
(1) % Rl ... B,

- konvergent, -so st Clg, B) > 0.
- Ist umgekehrt O{p, B) > 0, so ist dic Rethe

o LN _ebo)
2y - ' ; Bi] ... B,

Lonvergent.
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Beweis. Wir folgen der Methode von Beardon [1]. Es sei (1) kon-
vergent. p sei folgendes Maf: ' :

1

H(B(k17..., ks) ﬂE) = W.
=77 N 3

Sei fiir alle Auswahlen kel ¢ =1,2,...,8, und alle s> 1 exfdllf.
Ist 2e]0, 1[, 50 sei
Jple) =[s—d(n),e+-d(n}] fr =w=1,2,..
Wir definieren o | _
g (1) = min(p(t), p(d(n)).
Es ist @,() > (t) monoton. Ferner setzen wir

F(0) = B 0 ([0, 11N, (z),
F(l) = B 0 (Jy (@) o()},

...................

L Fn) =B J,@).
Dann ist _ o
u(@) = fplo—yhduly) =tim 3" [ g,(le—y))duly)..
B ﬂ‘—bc{)p=l F(_‘p)
Da ¢(#) abnehmend ist, ist fir ye#(p) sbets
pollo—y) < gldlp+1)) fir p =0,...,n—1 baw.
= qo(d(_%)), '

wenn p == u.

Da weiters 7(p) « B nJy(») und F(p) von hichstens drei Inter-
vallen B(ki,..., k,) getroffen wird, erhalten wir:

; T el +1) L, gldm)
#(2) < lim (qo(cl(l)) +3 d +3- .
- p;l ol o Bl TRl s 1]

Nun sel O{p, K) > 0. Wir konsiruieren eine Folge von Zylindemn B(%,)
o Bk, k) = ..., sodal

=y @(A(B Uy, vy B)))
Z [B| . | Byl

§=1

konvergiert.
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Da p(f) monoton abnimmt, ist {2) ebenfalls konvergent. Laut Annahme
gibt es nun ein e, fiir welches (%) beschrinkt ist. Wir kongtruieren
eine Folge Ty, ks, ... rekursiv mittels der Bedingung
(B Fyy ooy ) N E)

||

Wir sefzen G{s) = B(ky, ..., k) N E; dabel sel G(0) = E. Sei filr <6 (s)

F'(B(.kl: cray By Fog ) M E)

W

() = [ otlo—y)auw)

1
. HEE) g
80 gilt fir w<G(s--1):

(3) uy(2) > 1o(A(Bh, ..., k) + o Yy 1 (@)
8+

‘Denn es ist

Uy () = ——— o{l@—y)du(y)

(& (3)) tchn 1 By InE

ploliBe k) [ st [ elo—u)au).

G Gi(s+1) G(s+1)

1
#{E ()

Hetzen wir
w(@ () = 8|R, 1| u(G(s +1))

_uﬁd zerlegen auf G(s+1) das Mall u in"6‘u+(1—c3) ¢, 80 erhalten wir

- 1
wlo)> e {PlelB U, -, 1) (w6 0) — 6o+ 1] +
F OB, s N6V~ 45 [ playl b}
) Gis+1)
Setzen wir fiir 4 ein und beachten | Bypil = 2, so erhalten wir (3). Ist
nun
mnerﬂwa(s),
g=
g0 gilt
' B(?cl,.. ]cs)))
u(2,) 2 g IR »

fir jedes n > 1. Da w(x) beschrinkt ist, so folgt die Konvergens der
Reihe,
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Wir beweisen ferner .
Barz 2.2, Fir die Hausdorffdimension der Menge B gilt

RS | logiR e | o
RS -+ OglR"iédlmEghmsup Ogi 1E+ -+ OgIRnI

. log|R
lim inf .
i . —logd(n) 7 —log D (n)

Beweis. Fiir eine kompakte Menge ist die Hausdorffdimension
gleich der kapazitiven Dimension (siehe [57F), welche wie folgh definiert
ist:

D(E) = sup{s > 0] C@~*, B) > 0} —inf{s > 0| ¢, B) = 0}.

Tine Anwendung auf die Rethen (1) und (2) liefert das FErgebnis.
Fur den Fall &, = B, i = 1,2, ... folgt dies auch aus folgendem

Sarz 2.3 (Stradner [10]), Ist x(s) die Ldsung der Gleichuny

ZA Bllyy oy B)F® =1

kjeR
s0 48t dim & = limm(s).
8O0

Zunichst gilt dieser (und efwas allpemeinerer) Satz fiir die Dimengion
nach Billingsley [2]. Da jedoch die betrachteten Transformationen T
dieser Arbeit auf dem Rinheitsintervall definiert sind und |B| < oo,
go folgt aus einem Kriterium von Wegmann [11], daf die Hausdorffdl—
mension denselben Wert hat.

3. Die ILebesguefonktion. Wir betraehten wiederum das Mafl g,
definiert durch :

[,L(B(_k“ ey ks)ﬂE) zm.

Die Verteilungsfunktion

&
Liz) = [ du
ki)
ist eine Verallgemeinerung der in 5] studierten Lebesguefunktion. Ist
By =R fitr ¢ =1,2,..., s0 ist p ein begiiglich T invariantes Mab.
Hier hat man ein schines Resultat, welches ans einem Satz in [77 folgt:
Ist 8 der Triger von g i Sinne von Chatterji [3], d.h: u(S) =1
und aus w(K) >0 folgt dim A = dim§, '

—slogiR|
dim § = lim
_—_— logR(B(kl, ey k)

wo der limes y - fast iiberall exigtiert und die betrachteten Zylinder
Ziffern aus R haben.
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Wir zeigen unter Zuhilfenahme der Voraussetzung

logd{s
(d) hm _logd(s) _ 1.
g0 102 d(s4-1) ‘
(Diese Bedingung st erfiillt, wenn etwa —locrl(B(k)) ¢ fir alle keRR,,
v =1,2,... gilt.)

Sarz 3.1. Tst
w(t) = wup | L)Ly,
le—nl<t

so 4st fir _

B = sup{a] w(f) = 0"
richtig

8 : 5

3 log |/ > log| R/
4 1 = Bl
(4) minf “Togd(s) = imsup oz ()

Beweis. Bs sei d{s+1)<i<d(s). Ist jw—y| =1, so wird das
Intervall Jz, y[ von hichstens zwei Zylindern der Ordnung s getroffen,
die positives u -— MalB haben und daher ist

log |L{z) — L(y)| < log2— >log|R|

f=]

und
loglz —y] > Jogd(s-+1).
Daraus ersieht man unter Zuhilfenahme der Voraumsetzung (d), dal die

untere Abschitzung richtig ist. Ist nun |# —y| = D(s), %o ist fiir passend
gewihlte # und y hingegen

1L(@) =Lyl = [B7F . R
woraus die obere Abgchitzung resultiert.

Man vergleiche Satz 3.1 und Satz 2.2 mit der Tatsache, dal die
Hausdorfidimension einer kompakten Menge K gleich der oberven Grenze
der 5 2> 0 ist, sodaB K ein positives Maf trigt, dessen Verteilungstunktion
einer Lipschitzbedinguug der Ordnung # geniigh (ziehe [B7).

Es sel nun A (t) wachgend fir ¢ 2 0 und A(0) == 0. It J = {I,} eine

Uberdeckunﬂ der ]zomp&kten Menge E und ||J|| = supA(L,), %0 setzen
wir

Hip) = Iimini’z R{MI,))

und H (I() e limH {¢) nennen wir dag b — Mal von K (siehe [4] und
[57). Unter der Welteren Voraussetzung ‘

(e . o(D(s)} < cold(s) fir alle s =1,2,...
gilt nun.

mit ¢ > 0
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Sarz 3.2, Fir () = o(t) gilt 0 < H(B) << oo,
Beweis. Ist o(f) = O(h{1)), so ist H(E) >0 wohlbekannt. Wnd
nun & von n(p) Intervallen der Linge < ¢ Uberdeckt, so ist

H{g) < nle)h{e)

- und daher

H(B) < liminfna(g) (o).
g0

Darauy folgt
O (B) < liminf(|R)| ... |B,|4(D ).

N—a

Fiir Iw Yyl < di{n) st

| L@y =Ly} < 2B 7F ... R,
und somit
m(d(ﬂ,)) K2R, R

Wegen (e) folgt nun ¢ < H(E) < oo,
Desweiteren folgt aus (e) sofort:
SaTz 3.3.

loge(t :
dimFB = limigi(—) {wenn vorhanden).

t-o logi
Eg sei allerdings vermerkt, daf im Gegensatz zu den Bedingtmgen
(a}-{d), welche einen weiten Anwendungsbereich umfassen, (e) sehr
einsehrinkend ist. Wie eine Arbeit von Smorodinsky [9] nahelegt, scheint
aber noch eine Rolle zu spielen, daf fiir die Zufallsvariablen

—log|R;], wenn T 'weB(k) und kekR;,

fli &r) —
y:(2) 0, s0D5T

die Streuung verschwindes.
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Eine einheitliche Herleitung einer gewissen Klasse von
Transformationsformeln der analytischen”

Zahlentheorie (I)

von

HANS- JURGEN GLABSKE (Jena)

In der analytischen Zahlentheorie spielen die Modultransforma-
tionen gewisser Lamberischer Reihen seit langem eine bedeutende Rolle.
Klassigeh ist die Transformationsformel der Dedekindschen Funktion
#(x), die r nach — 7! trangformiert. Die Wichtigkeit der Untersuchung
des Verhaltens gewisser Funktionen bei der Modultransformation 7 = — ™
besteht bekanntlich darin, daf -diese Reziprozititsgeseize Hilfsmittel
bei der Berleibung asymptotischer Aussagen in der additiven Zahlen-
theorie sind. Man denke etws an die Hrgebnisse von Hardy, Wright,

Rademacher und Iseki in der Theorie der uneingeschrinkten Zerfillungen.

Aber auch in anderen Gebieten der Zahlentheorie fanden Reziprozi-
titsgesetze spezieller Lambertreihen Anwendung. Hier sei z. B. an die
Abschitzung der gquadratischen bzw. biquadratischen Mitielwerte der
Riemannschen Zetafunktion durch Atkinson bzw. Bellman mititels
der Wigertschen asympiotischen Funktionalgleichung fir die Lambertsche
Reihe

o

D
g—zmlmum_l

. . n=1
erinnert. ; :

Die Bedentung solcher Reziprozititsgesetze spiegelt sich in einer
Vielzahl von Versffentlichangen wieder, die sich iiber die letzten 60
Jahre gleichmiiBig verteilen. Gerannt seien hier z. B. die Arbeiten von
Wigert (Acta Math, 41, 1911), Landau {Areh. d. Math. u. Phys. 27,
1928), Kluyver (1921), und in letwmter Zeit die Verdffentlichungen wvon
Guinand, (Quart. Journ. Oxf. Ser. XV, 1044), Figzcher (Pacific Journ.
Math. 1, 1951), Biegel (Mathematika 1, 1954), Rademacher (Journ.
Ind. Math. Soc. N. 8. 19, 1955), Iseki {[7], [8]), und Apostol {Duke
Math. Journ. 17, 1950, Proc. Am. Math. Soc. 15, 1964).

All diesen Arbeifen ist gemeinsam, daB -sie die Darstellung der zu

" untersuchenden Funktionen als Lambertreihe oder, wie bhel Iseki, als



