Verallgemeinerungen einiger Satze aus der
Geometrie der Zahlen.

Professor Edmund Landau zum 60. Geburtstag am 14. Februar 1937
Von

Werner Fenchel (Kopenhagen).

§ 1. Einleitung.

H. F. Blichfeldt') hat durch eine geometrische Anwendung des
Schubfachprinzips den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Eine abzihlbare Menge M des #-dimensionalen Raumes
sei so verteilt, dass in jedem Gitterwiirfel?) genau % ihrer Punkte lie-
gen, wo k eine feste natfirliche Zahl bezeichnet. Ist dann & eine be-
schriinkte Punktmenge vom dusseren Peano-Jordanschen Inhalt V. so gibt
es zu jedem £>>0 eine solche Translation von &, dass die e-Umgebung
von & in der neuen Lage mehr als V% (d. h. mindestens [VE]41)
Punkte von M enthilt,

Der Hauptgegenstand der folgenden Zeilen ist die Bemerkung, dass
tir das Bestehen dieses Satzes keinerlei Regelmdissigheit der Verleilung
von W erforderlich ist. W darf eine ganz beliebige Menge sein, deren obere
Grenzdichte (in einem gleich anzugebenden Sinne) grisser oder gleich p
ist. In der Behauplung ist dann VE durch Vg zu erselzen,

%) H. F. Blichfeldt: A new principle in the geometry of numbers, with some

applications, [Trans. Amer, Math. Soc. 15, 227—235 (1914)]. Vgl. auch W. Scherrer: Ein

Satz iiber Gitter und Volumen. [Math. Ann, 86, 99—107 (1922)].
2} Dass hier der Kiirze halber von gewbhnlichen Gitterwiirfeln die Rede ist,

b.edeutet keine Beschrinkung; die etwas allgemeinere Formulierung von Blichfeldt ergibt
sich durch Anwendung einer affinen Transformation,
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Wir sagen, die obere Grenzdichle (im folgenden kurz die Dichie)
einer Menge M sei =p, wenn es zu jedem % >0 achsenparallele Wiir-
fel W, beliebig grosser Kantenliinge [ derart gibt, dass die Anzahl
N (%) der im Innern eines solchen Wiirfels gelegenen Punkte von W
grosser als (p —7) 0" ist. Es wird also gefordert

wobei links der Wert ©o zugelassen wird. Nicht triviale Aussagen erge-
ben sich im folgenden nur fiir 4 >>0. .

Es zeigt sich, dass das Blichfeldtsche Verfahren mit einigen gering-
fiigigen Abédnderungen zum Beweis des allgemeineren Satzes verwendet
werden kann (§ 3).

Unter zusédtzlichen Voraussetzungen ldsst sich, wie Blichfeldt bemerkt
hat, der Satz 1 verschirfen zu.

Satz 2. I besitze ausser den in Satz 1 genannten Eigenschaften
noch die, dass die £ Punkte von 9 in allen Gitterwiirfeln kongruente
Lage haben, m. a. W. M werde durch alle Gittertranslationen in sich
ibergefiihrt. Ferner sei & iiberdies abgeschlossen. Dann ldsst sich die
Menge & durch Translation in eine solche Lage bringen, dass sie selbst
mehr als V& Punkte von M enthilt,

Auch dieser Satz ldsst sich in dem genannten Sinne verallgemeinern
(§ 4). Er gilt z B., wenn M eine beliebige nur aus Gitterpunkten beste-
hende Menge ist. Fiir Satz 2 hat G, D. Birkhoff einen sehr einfachen
direkten Beweis angegeben, der auf der Betrachtung des Raumes mo-
dulo der Gittertranslationen beruht?). Dieser Beweis diirfte sich jedoch
nicht auf den hier zu betrachtenden Fall iibertragen lassen. Die Ver-
allgemeinerung von Satz 2 wird daher in § 4 durch einen Grenziiber-
gang aus dem verallgemeinerten Satz 1 hergeleitet,

Ferner wird in § 5 auf den engen Zusammenhang dieser Sitze mit
Verallgemeinerungen des Minkowskischen Satzes iiher konvexe Kérper
mit Mittelpunkt hingewiesen, die kiirzlich L. J. Mordell) und J. G. van

3) Mitgeteilt von Blichfeldt 1. ¢, S.230. Dieser Beweis stimmt mit dem iiberein,
den T. Bonnesen und Verf: Theorie der konvexen Kérper (Ergebn. Math, 3,1, Berlin
1934, S. 126) und G. Hajés: Ein neuer Beweis eines Satzes von Minkowski [Acta Litt.
Sci. Szeged 6, 224225 (1934)] fiir den spezielleren Satz von Minkowski {iber konvexe
Kérper mit Mittelpunkt angegeben haben. Dass diese Schlussweise von Birkhoff herriihrt,
ist dem Verf, leider erst nach der Abfassung des genannten Berichtes bekannt geworden.

4 L. J. Mordell: On some arithmetical results in the geometry of numbers [Com-
positio math. 1, 248—253 (1934)].
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der Corput®) mit arithmetischen Methoden bewiesen haben. Insbeson-
dere wird gezeigt, dass sich diese Sitze in allgemeinerer Form durch
eine dusserst einfache geometrische Uberlegung aus den genannten Re-
sultaten gewinnen lassen.

In § 2 werden einige sehr einfache Begriffsbildungen und Hilfssitze
zusammengestellt, die namentlich in der Theorie der konvexen Kérper
von Bedeutung sind, sich aber auch hier als niitzlich erweisen,

Um zu zeiden, dass die hier gefundenen Sitze zahlentheoretische
Anwendungen zulassen, die nicht ganz auf der Hand zu liegen scheinen,
wird in § 6 der Minkowskische Linearformensatz in folgendem Sinne
verallgemeinert.

Ess sei eine Folge F natiirlicher Zahlen mit einer Dichte == p >0 gegeben,
d. h. es gebe zu jedem 71 >0 Intervalle beliebig grosser Linge I, in denen
mehr als (p—m)l Zahlen aus F liegen.

L(x;, %o, 0., %), v==1,2,,.., 1, seien reelle Linearformen mit der De-
terminante A== 0. Dann gibt es wenigstens ein System von 21 Zahlen
X X! Xl X xS, L X aus Fomil

[.’C”’*— xll)2+ (x:}” _x21)2+ L, .‘f_ [x,," — xﬂl)?, >0’

derari dass die Ungleichungen

n

/—T'_‘"}
| L, (xll_’ — X" =%,k — k) | = g (JA‘
Fir v=1,2,...,1n erfiillt sind.

Allgemein: In allen Sétzen iiber diophantische Approximationen,
die sich aus dem Minkowskischen Satz fiber Kérper mit Mittelpunkt
oder seinen oben angefithrten Verallgemeinerungen von Blichfeldt und
Mordell-van der Corput folgern lassen ®), kénnen an die Stelle der be-
liebigen ganzen Zahlen die Differenzen der Zahlen einer vorgegebenen

Folge natiirlicher Zahlen von positiver Dichte treten, In die Schranken
geht dann natirlich die Dichte der Folge ein,

§ 2. Definitionen und Hilfssatze.

1 I.m n-dimensionalen Raume sei ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit dem Ursprung O gewihlt. Der Punkt mit den Koordinaten

) 5) J, G._ van der Corput: Verallgemeinerung einer Mordellschen Beweismethode
in der Geometrie der Zahlen [Acta arithmet. 1, 62— 66 (1935) und 2, 145 — 146 (1936)]

¢) Vgl den Bericht von J. F. Koksma: Diophantische A imati
Math. 4,4, Berlin 1935) insbes. Kap. 1I. g * Approximationen (Brgebn
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Xy Xyer . %o werde kurz mit x bezeichnet. Sind X und ¥ zwei Punkte,
) eine reelle Zahl, so bedeuten X}y den Punkt mit den Koordinaten
%+ XoF Yoo, Xn-+Vn und 2x den Punkt mit den Koordinaten
WXp, hXgy ook Xn,

Sind M und M beliebige Punktmengen, so wird unter M+ die
Menge der Punkte x|y und unter 23 die Menge der Punkte ix
verstanden, wo X und ¥ unabhfingig von einander die Mengen MW bzw,
N durchlaufen. Fiir diese Addition von Mengen gelten offensichtlich das
kommutative und das assoziative Gesetz. Ferrner gilt das ,erste distri-
butive Gesetz"

NN =2 M40

Sind » und p positiv, und ist M konvex, so gilt auch das ,zweite di-
stributive Gesetz"
(k4 p) N=20M + .M,

Dies erkennt man folgendermassen. (k-}-1) 9 besteht aus allen Punkten
(cFp)x und AM M aus allen Punkten Ax'Fpx", wo x,x',x" die
Menge % durchlaufen. Es ist also jedenfalls (%--p)M in 2N ~A-p M
enthalten. Da 2>>0, >0 und M konvex ist, gehdrt mit zwei beliebi-
! 7

gen Punkten x’ und x” von M auch der Punkt x= )‘-f:j-j;?" zu M. Da-
raus folgt, dass jeder Punkt von 2 M—+-pM in der Form (:+p)x dar-
stellbar ist, wo x zu M gehért, Dies bedeutet aber, dass auch » M~4-p. M
in (%4 p) 2N enthalten ist.

2. Ist W eine beliebige Punktmenge, so ist —M ihr Spiegelbild
beziiglich des Nullpunktes. Die Menge :

Mr =M+ (— M)

wird die Vektormenge von M genannt. Sie besteht aus allen Punkten
X" —x', wo x' und X" unabhingig von einander die Menge M durch-
laufen, Sie kann ferner definiert werden als die Vereinigungsmenge aller
Mengen, die aus 3 durch solche Translationen hervorgehen, die einen
Punkt von M in den Ursprung iiberfithren. Sie enthilt stets den Ursprung
O und hat diesen zum Mittelpunkt.

Eine Punktmenge M ist ein Modul dann und nur dann, wenn

M+ =M
ist. Ist sie tiberdies diskret, d. h. besitzt sie keine Hiufungspunkte im

Endlichen, so ist sie ein Gifter. 1st M Teilmenge eines Moduls, so
gehdrt auch M* diesem Modul an.
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Ist M ein konvexer Kérper mit dem Mittelpunkt O, so ist
M =2 M,

Denn wenn O Mittelpunkt von M ist, gilt — M =N und daher nach
dem zweiten distributiven Gesetz )

W == M - (— M) = N - Nt =290,

3. Mit 7, wird im folgenden diejenige Translation bezeichnet, die
den Ursprung in den Punkt @ Giberfithrt. Tox und T, M bedeuten den
Punkt bzw. die Menge, die aus x bzw. M bei dieser Translation her-
vorgehen.

(,g’+€z?t::];%1pfc?nge M und jede Translation 7, gilt wegen (x” - a) —
(7% D)* = M,

d. h. die Vektormenge einer Menge bleibt bei Translationen der Menge
ungeédndert. ‘

Es bezeichnen A eine homogene lineare Transformation, A.x und

AM den bei A aus X hervorgehenden Punkt bzw. die aus M hervor-
gehende Menge. Wegen AXx" —Ax'= A(s" — x') hat man stets

(A DY* = 4 Wm*,
4. Unter der Distanz zweier Punkte x und y verstehen wir
y—x | =Max|y, —x,1!, v=1,2,...,1,

Wir verwenden also eine Minkowskisch i
e Metrik, deren Eichkérper der
achsenparallele Wiirfel mit der Kantenl4n i it
1 lele ge 2 und mit dem M
O ist. Es gilt die Dreiecksungleichung it dem Mittelpunkt

Z—x Sjz—y +y—x,

})%f Du)'-chrilesser einer beschrinkten Menge ist die obere Grenze von
12" —x" fir alle Punktepaare X', x” der Menge.

Es sei €0, Unter der s- Umgebung

S.D\ . .
die Menge der Punkte, " ciner Menge verstehen wir

die von wenigstens einem P M ei

! ' ¢ unkt von M eine
Dxitanz = besntze?. M, ist also die Vereinigungsmenge aller offenen
achﬁenparallel‘en Wiirfel der Kantenlinge 2=, deren Mittelpunkte zu M
ge dren. Bezeichnet ¢ den Eichkérper ohne Rand, so ist )

M =M--26.
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Ist T eine beliebige Tianslation, so gilt

T, = (T),.
Ferner ist
(D == (M), 5

denn nach den in 1 angefiithrten Rechenregeln findet man
(M- e @) =M f 4 [— (M -+ )]
=M+ e+ {(—M) - (—= )
=M@ {(—M-Fe@=N*|2:,

§ 3. Beweis des verallgemeinerten Blichfeldtschen Satzes.

Satz 3. Es sei M eine Menge der Dichie™) = >>0. Ferner sei eine
Menge & vom Gusseren Inhalt V gegeben. Dann gibt es zu jedem >0
cine Translation T derart, dass die Menge T &, mehr als Vp Punkie von
M enthdll.

Beim Beweis kénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass 3
diskret ist, da sonst der Satz trivial ist, ferner dass & abgeschlossen
ist; denn beim Ubergang zur abgeschlossenen Hiille dndert sich weder
der 4ussere Inhalt noch die s-Umgebung. Vorliufig setzen wir ferner
& als beschridnkt voraus.

Es sei ¢ >>0 gegeben. Wir wihlen eine positive Zahl 8<(e und
iberdecken den ganzen Raum mit einem Netz achsenparalleler Wiirfel
der Kantenlinge 8. Die Vereinigungsmenge aller der abgeschlossenen
Netzwiirfel, die wenigstens einen Punkt mit & gemein haben, sei &, ibr
Inhalt V. Die Wiirfelmenge & gehdrt wegen 8< e zu &e Ferner ist
V> V; denn wenn ein Wiirfel von & ganz in & enthalten ist, so ge-
héren auch alle an ihn angrenzenden Netzwiirfel zu &; es kénnen also
nicht alle Wiirfel von & ganz zu & gehéren. Die Anzahl der Wiirfel,

1% - .
aus denen % besteht, ist gleich——. Der Durchmesser von & (im Sinne
[

von § 2, 4) sei d.

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem 7 >>0 Translationen 7 und
beliebig grosse . derart, dass die Anzahl N=N(T)¢) der Punkte von
M, die dem (offenen) Wiirlel 721 der Kantenlinge 2% angehdren,

) Im Sinne von § 1.
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grésser als (p—7)(22)" ist. Wir kdnnen also zundchst 1 so klein wihlen,

dass
PV
20N 2

p v

wird, und dann ausserdem iiber ). (und 7) so verfiigen, dass auch noch

P"ﬁ(_;_ SV

¢ )\—Hi) >v’

also )

) MYy,
@r-42d7

erfiillt ist.

Da M als diskret angenommen ist, liegen im Wiirfel 7).¢ nur
endlich viele Punkte von M, Um Weitldufigkeiten bei der folgenden
- Abzdhlung zu vermeiden, kénnen wir daher das ganze Netz der 0-Wiir-
fel einschliesslich der Mengen & und & einer solchen Translation unter-

werfen, dass jeder dieser endlich vielen Punkte in das Innere eines
Netzwiirfels. fillt.

Es werde nun ein beliebiger, W, der zu N gehérigen Netzwiirfel
ausgewdhlt und & allen den Translationen unterworfen, die das Netz
mit sich zur Deckung bringen und den Wiirfel W in einen ganz im
Wirfel T(>.+d)© enthaltenen Netzwiirfel iiberfiihren. Die Anzahl die-
ser Translationen ist. gleich der Anzahl der Netzwiirfel, die in T(Z--d) &
(@1 +24"

On

liegen, also héchstens . Jeder Netzwiirfel, der innere Punkte

mit dem Wiirfel 7A€ gemein hat, wird hierbei nach und nach von
jedem Netzwiirfel von & genau einmal tiberdeckt; denn wenn ein Wiir-
fel ® von & in einer der Lagen von § Punkte mit TA( gemein hat
so liegt w in T(.+d)C, da & den Durchmesser d hat. Das bedeutet,
dass & in den in Betracht gezogenen Lagen den Wiirfel 72 © insgesamt

so oft vollstindig iiberdeckt, wie Netzwiirfel zu & gehéren, also v mal,
an

. 2)%4-2d) =
In den hdchstens (————_—;—l Lagen von % werden also die V Punkie von

N, v =
M, diein T1C hegen,—é; mal von & iiberdeckt. In wenigstens einer Lage
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- N a1
muss & demnach wenigstens V- }/ s z =
i (2nL24)

Punkte von M enthalten.

Nach (%) ist aber
_NV__
2x-24)"
Damit ist Satz 3 fiir beschrinktes & bewiesen.

Um sich von der Voraussetzung der Beschrinkiheit von & zu be-
freien, kann man einfach folgendermassen vorgeben. ¢ >0 sei gew#hlt.
Fiir ein beliebiges positives =< ¢ betrachte man die £-Umgebung von K.
Diese hat, wenn & unbeschrinkt ist, keinen endlichen Inhalt. Sie ent-
hilt also eine beschriinkte Teilmenge, deren Husserer Inhalt grdsser als
V ist. Auf diese Menge, deren (¢ —¢')-Umgebung in &, enthalten ist,
statt & und e —¢' statt = wende man den bereits bewiesenen Satz an,
Dann erhilt man die Behauptung fiir &.

>V

§ 4. Beweis des Zusatzes.

Satz 4. Es sei " eine diskrete Menge der Dichte =5 >0, deren
Vektormenge * ebenfalls diskret ist. Ferner sei N eine beschrinkie abge-
schlossene Menge vom dusseren Inhalt V. Dann gibt es eine solche Trans-
lation T, dass die Anzahl der in der Menge T X enthaltenen Punkte wvon
M grosser als Vo ist.

Vorbemerkung. Wenn die Menge M durch 7 linear unabhéngige
Translationen in sich tbergelithrt wird oder eine Teilmenge einer sol-
chen Menge ist, so ist M* stets diskret. (Dies gilt also insbesondere,
wenn M Teilmenge eines Gitters ist) Alsdann enthdlt nimlich M nur
endlich viele modulo dieser Translationen verschiedene Punkte, und fiir
M* gilt daher dasselbe, d. h. in jedem Fundamentalparallelepiped der
von den Translationen erzeugten Gruppe liegen nur endlich viele Punkte
von M*,

Zum Beweis von Satz 4 bemerken wir folgendes. Es sei D eine
feste positive Zahl. Zu jedem Punkt @ von 9 betrachten wir die Menge
M, derjenigen Punkte von M, die im Wiirfel 7, D€ der Kantenlénge
2D und dem Mittelpunkt & enthalten sind. Bei der Translation 7,
die a in O iiberfiihrt, geht M, in eine Teilmenge von M* fiber, die im
Wiirfel D& enthalten ist. Da aber ¥ voraussetzungsgemiss diskret ist,
enthilt dieser Wiirfel DG nur endlich viele Punkte von I*. Daraus
folgt, dass es unter den Mengen M, nur endlich viele verschiedene gibt,
wenn zwei durch Translation in einander iiberfithrbare als gleich ange-
sehen werden.
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Wir wihlen nun eine Folge gegen O strebender Zahlen 1 ~>¢ T5e, ™,
Zu jedem & gibt es nach Satz 3 eine Translation 7¢ derart, dass T® &
mehr als V5 Punkte von M enthdlt. Wihlen wir nun die oben einge-
fihrte Zahl D> d--1, wo 4 den Durchmesser von & bezeichnet, so
liegt jede Menge T® &, ganz in einem der Wiirfel T, D¢, d. h, TW &,
enthélt nur solche Punkte von 9, die einer und derselben Menge M,
angehéren. Da nun, wie eben gezeigt, jede Menge M, durch Translation
in eine von endlich vielen itberfilhrbar ist, kénnen die Translationen
Tt beschrinkt gewdhlt werden. Die T enthalten also eine konver-
gente Teilfolge. Sei 7 deren Limes. Dann enthilt die Menge 78 mehr
als Vg Punkte von M, Da ndamlich M diskret und & abgeschlossen ist,
enthielte anderenfalls auch eine passende e.Umgebung 7 &: von T&
héchstens Vp Punkte von M, was unméglich ist, da in T8&e Mengen
T¥ & und in jeder von diesen mehr als Vp Punkte von I enthalten
sind. Damit ist Satz 4 bewiesen.

§ 5. Ubergang zum van der Corputschen Satz,

Es seien nun wieder ) und & beliebige Mengen, die letztere vom
Ausseren Inhalt V, und es sei eine positive Zahl ¢ gew#hlt. Die Trans-
lation T fithre f: in eine Menge T e iiber, die die von einander ver-

P

2
schiedenen Punkte x©, xM,.,. % yon M enthilt. Alsdann gehéren die
Punkte x()—x® x() —x0 x50 gowohl za M* als auch zu
(T&:)*, Nun ist aber (vgl. § 2, 4)
2

(T 8e)* = (8
z
Anwendung der Sdtze 3 und 4 mit~—; statt ¢ ergibt also:

Satz 5. Es seien W eine Menge der Dichie =p>>0 und & eine
Menge vom dusseren Inhali V. Dann enthilt fiir jedes ¢>>0 die e-Umge-
bung (W*): der Vekiormenge &* von & wenigstens [V p] vom Nullpunkt ver-
schiedene Punkte der Vektormenge M* pon M.

Ist “iiberdies M* diskret und X beschrinki und abgeschlossen, so
enthdll die Vektormenge &% von 8 selbsi wenigstens [V ] vom Nullpunkt
verschiedene Punkie von I*,

Wihlt man fiir & einen konvexen Kérper mit dem Mittelpunkt O
und fir M =M* die Menge der gewshnlichen Gitterpunkte, so ist (nach
§ 2. 2) 8* =28, also das Volumen wvon &* gleich 2”7 V, und es kann
p=1 gesetzt werden. Satz 5 besagt dann: Ein konvexer Kérper mit O.
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als Mittelpunkt und dem Volumen 2"V enthilt wenigstens [V] von O
verschiedene Gitterpunkte. Fiir V=1 hat man also den Minkowski-
schen Hauptsatz,

Es sei wieder & eine beliebige Menge vom 4usseren Inhalt V0.
Ferner bezeichne A eine homogene lineare Transformation, deren De-
terminante den absoluten Betrag A besitzt. Alsdann hat die Menge A &
den &usseren Inhalt AV. Anwendung des Satzes 5 auf diese Menge
ergibt mit Riicksicht auf § 2, 3 den folgenden

Satz 6. Es seien M eine Menge der Dichte = 5 >0 und N eine Menge
vom dusseren Inhalt V>0. Ferner sei A eine homogene lineare Transfor-
mation, deren Delerminante den Beirag A besiizt. Dann enthélt #iir jedes
e >0 die e-Umgebung der Vekiormenge (A 8)* = A &% wenigstens [A V7]
von O verschiedene Punkie der Vekiormenge 2W* von M,

Ist iilberdies M* diskret und N abgeschlossen und beschrénki, so
enthdll A 8&* selbst wenigstens [A V] von O verschiedene Punkte von ¥,

Wahlt man hierin speziell fiir 9N =M* die Menge der gewdhnli-
chen Gitterpunkte, so dass p=1 desetzt werden kann, und fiir die
Matrix von A eine Diagonalmatrix, so erhilt man die in § 1 erwdhnten
Resultate von Mordell und van der Corput.

§ 6. Anwendung auf den Minkowskischen Linearformensatz.

Es sei F eine Folge natiirlicher Zahlen der Dichte = >0. Mit M
werde die Menge der Gitterpunkte des #-dimensionalen Raumes be-
zeichnet, deren Koordinaten der Folge F angeh8ren. Dann hat I eine
Dichte == 0", Enthélt ndmlich das Intervall a<x<(b der Zahlengeraden
N Zahlen von F, so liegen im Wirfel a<x<(b v=1,2,,..,n, genau
N7 Punkte von M.

Sind nun L, (x;, X, ...,%),v=1,2,...,1, reelle Linearformen der
Determinante A 540, so definieren die Ungleichungen

n
Lv,(xl J\Z’g...,.x”)é;‘ 2p

ein Parallelepiped & vom Volumen 1—“ mit O als Mittelpunkt. Da & kon-
P
vex ist, gilt also nach § 2,2
S =24,

d. h. &* ist durch die Ungleichungen
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n

VA
[L (%, Xog s v ey %) |= "‘El ' v=1,2,...,n,
definiert. Nach Satz 5 enthilt &* wenigstens einen von O verschie-
denen Punkt von M*, also einen Punkt x”" — ', wo X' und x”
verschiedene Punkte von M sind. Mit anderen Worten: es gibt Zahlen
£ X X X X", ... %" aus F, fiir welche die Ungleichungen

" P (= o ()0

n
A
VA
LL () — X %" — % — x| S P
f

(%
und

v=1,2,...,n,

erfiillt sind, Damit ist der in § 1 formulierte Linearformensatz bewiesen.

Zusatz bei der Korrektur: Nach einer Mitteilung von B, Jessen
gestattet Satz 3 die folgende Verallgemeinerung, die sich auf beliebige
nach Lebesgue messbare Mengen & bezieht und die fiir offene Mengen
der Form ®: mit Satz 3 gleichwertig ist:

Es sei M eine Menge der Dichte =p >0 und & eine messbare Men-
ge vom Mass m (%) >V, Dann gibt es eine Translation T derart, dass
die Menge TR mehr als Vp Punkte von M enthill.

Der Beweis verlduft nach Jessen folgendermassen. Offenbar darf
Nt beim Beweis abzdhlbar angenommen werden. Fiir die Anzahl F(a)
der Punkte von M in T, & gilt dann

Fla)= Y 15,-0(a),

beMt

wobei 1y(a) die charakteristische Funktion der Menge M- bedeutet,
Hieraus folgt aber

(%) & =Tim — [Fla)da> Vp;
I»co [ -
&,

denn ist & beschrankt, vom Durchmesser d, also enthalten in einem
Wiirfel 3,4, so erhilt man

_1 A n
P= lim — [————
e (z+2d) fﬂa]d“
By
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und ist & unbeschrénkt, so gibt es eine beschrinkte Teilmenge &,
von & vom Mass >V, und es wird F(a)=F, (@), wenn Fy(a) die zu &,
gehdrige Anzahlfunktion ist. Aus (x) folgt aber F(a) > Vp fiir mindes-
tens ein a. [18. 10, 1937].

(Eingegangen am 22, November 1936,)

6. Acta Arithmetica II.
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