“Sur I'hypothése de Goldbach pour presque
" " tous les nombres pairs. R

J. G. van der Corput {Groningen),

i

Goldbach énonga en 1742, dans sa correspondance avec Etler,

I'hypothése que tout nombre pair *>4 est la somme de deux nombres
premiers. Cette hypothése n'a pas encore démontrée ni réfatée. En
mai de cette année, M, I, M., Vinogradow?) a démontré d'ume manidre
ingénieuse et pourtant élémentaire que tout nombre impair suffisam-
ment grand est la somme. de trois nombres prémiers. Dans cet article
je déduirai la proposition que presque tout nombre naturel pair est la
somme de deux nombres premiers impairs, c'est & dire, ¢ désignant un
nombre positif quelconque, tout nombre suffisamment grand N ala
propriété qu'il y a moins de ¢ N nombres naturels pairs = N qui ne
peuvent pas &fre écrits comme la somme de deux nombres premiers.
Il est vrai que M. M. Hardy et Littlewood sont arrivés & ce méme
résultat, mais seulement en admettant que T'hypothése de Riemann soit

valable %); comme on sait, cette hypothése, de laquelle ils partent, n‘a
pas eucore démontrée.

') L M. Vinogradow, Representation of an odd number as a sum of three primes,

Comptes Rendus de I'Académie des Sciences de I'URRS, 1937, Vol, XV. Nr. 6 — 1.
p. 169 — 172,

?) Voir par ex. E. Landau, Vorlesungen {iber Zahlentheorie, Volume 1, p. 185—186,
p. 232, S, Hirzel, Leipzig, 1927.

Remarque ajoutée aux &
p. 292, (1937), M. Heilbronn
fournit le théo
bres premiers,

preuaves corrigées: dans le periodique ', Zentralblatt" 16,

a déjd fait remarquer que la méthode de Vinogradow
Téme que presque tout _nnmbre naturel pair est la somme de deux mom-
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_Ce n'est pas seulement le théoréme de Goldbach pour presque
tous les nombres pairs que je déduirai, mais je démontrerai méme qu'a
tout nombre naturel /2 correspond une constante ¢, ne dépendant que
de m, telle que pour toute valeur =23 de N, le nombre des nombres
naturels pairs =N qui ne sont pas égaux a la somme de deux nom-
bres premiers impairs, est inférieur & ¢, N(log N)—.

Cette proposition entraine celle de M. Vinogradow qui apprend
que tout mombre impair suffisamment grand N est la somme de trois
nombres premiers; car le nombre des nombres N -p, oir p parcourt
le systéme des nombres. premiers impairs -._ NV, a le méme ordre de

grandeur que N , de sorte qu'au moins un de ces nombres est la
log N

somme de deux nombres premiers impairs, si N est suffisamment grand.
Pareillement on obtient le résultat que tout nombre impair s =0 peut
atre écrit, méme d'une infinité de maniéres, sous la forme p+p'—p",
ott p, p' et p” designent des nombres premiers impairs; en effet, le
nombre des nombres $-4-p”, ou p'’ parcourt le systéme des nombres
premiers impairs <N, a le méme ordre des grandeur que “g{vX/

En outre je démontrerai que presque tout nombre naturel pair
est la différence de deux nombres premiers impairs; 4 tout nombre
naturel m correspond méme une constante ¢,, ne dépendant que de m,
tel que le nombre des exceptions =N est inférieur a ¢, N(log N,
pour toute valeur =3 de N.

Je déduirai ces résultats d'un théoréme général qui m'a donné
encore beaucoup d'autres corollaires que je traiterai dans un autre
article?). Dans ce théoréme je considére une suite dénombrable de
nombres positifs

Soient V, V' et T trois intervalles, dont chacun contient au moins
.l ra by
un nombre entier. Les sommes L, Z et Z sont étendues 3 tous
[3 o' f

%) Voir J. G. van der Corput, Sur le théoréme de Goldbach - Vinogradow, C?m?!tgs
Rendus de Paris 205, (1937) p. 479 —481; Une nouvelle généralisation du théoréme
de Goldbach - Vinogradow, Comptes Rendus delParis 205, (1937), p. 591 — 592.
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les- nombres entiers, appartenant respectivement & V, V' et T3 |
somme Z est étendue 4 toutes les paires de nombres entiers v et ¢’
v+’ =t
telles que v appartienne & V, que v' appartienne & V' et que v o/
soit égale & un nombre donné Z.  Soient 7(2), p (@), r'(v'), p' (¥') et w(f)
définis pour tout nombre entier v de V, pour tout nombre entier v’ de
V' et pour tout nombre entier / de T; je suppose toujours w(f)=0.
Je me pose le probléme de déduire pour la somme

.

() L= 20 rerw)

une valeur approximative, valable pour beaucoup de nombres entiers ¢
de T. A un facteur prés, cette valeur approximative sera égale

Afin d'obtenir ce résultat, j'impose trois conditions:

1. Soit N=3, et soit n=1Iog N; chacun des deux intervalles Vet V'
ail une- longueur =N. Dans lintervalle V la fonction p(v) soit mo-
nolone ef en valeur absolue =T, oa I ne dépend pas de v. Dans
L'intervalle V' la fonction p’ (v") soit monotone et en valeur absolue =r
ott I ne depend pas de v'. Supposons en outre

(3) O Dr@pseN

@ ' Mirw)ps1n

2. A fout nombre naturel q et & fout nombre naturel k=g corres-
pondent deux nombres (g, %) et /(g k), tels que les inégalités

(5) W R 1 =1 ¢ @RS g

© Y =gk o) | Sl Ngn
) :Ez&nod.q} Vs

et

Mmoo

r@) =X 8 Y o @) | S 1wl Nt
o o=

=
==k (mod. ¢)

v
o
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soient valables pour tout nombre naturel m, pour tout nombre entier u
de V et pour toul nombre entier #' de Vi dans ces inégalités 1 désigne
un nombre =0, indépendant de m, g, k, u ot o',

3. Pour tout nombre naturel m et pour tout nombre réel o, tels que
Tintervalle fermé (a — N='n", o N='n") ne contienne aucune raction
@ dénominateur positif = n", on ait

(8) | Z w (t) €2aia{:{ 5;: Tm n—m Z w (t]
ot ! !
o) e | < P N

v

Sous ces conditions & lout nombre. naturel m correspondent un
nombre nalurel s =m, ne dépendant que de m et de la suite (), et aussi un
nombre positif ¢,, ne dependant que de m, de | et des suites () et (v),
tels que

2zlat

(10) PIRICERAGENNC D - (—‘;—)E (i‘q—) e "
7 _

?
Se, 2Nt N (8
2

a
la somme Z est étendue & toutes les fractions — irréductibles telles que

a
q

0=a<g=n° en outre on a

1) E (f;«) - f: e
S

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, je traiterai
d'abord deux propositions auxiliaires.

ak ak y
1 — —
2r 7 g 2 7

vlg. k) o E (i;—) = Ze x (g, k).

k=1

Lemme 1: Si ay et by sont nuls lorsque ko est sulfisammeni grand,
on a

i R

oo o /8T &
f‘izﬂhtmﬂm’ S'theh/hu}daé'l Zjah‘ .Zlbh| ]
k=i L k= h=1 =

]

e
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Démonstration: On peut admettre
o , [0 .
A=Y lm >0 et B=Y ol >0
=1 ' =1
Si l'on pose
& ) o0
§ — Z piriha et T Z bh giniha
’ A l/ h==1
on a
-
== ay @y ¥ =k
A ==
donc
1
[T
fie!”da=— anay =1
H h={
et

de sorte que le membre de gauche de l'assertion est égal a

1 1
VAB f‘ay; das ; VAB f{iw
0 0

Lemme 2: Si N est 3, si lintervalle

nombre entier, si V a une longueur =
udeV

+inAde= yAB,

=

V' contient au moins un
N, et si pour toul nombre entier
‘D$H‘

ot v est indépendant de 1, on a pour foul nombre réel g
fz g(v) €™ . =3v(14+Nsinzp),
4

Démonstration: Si |'on pose

>

su

g = O,
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on a

G (v — 1)) eito

Z & (v) e

2 (G-

<2y Z G () (

S 29+ (N 1)y e —

e2rif (1) ez;iﬂo)

=3v({1 -+ Nisin =pj).

Maintenant je donnerai la démonstration du théoréme que je di-
viserai en trois parties.

Premiére partie de la démonstration.

Soit m un nombre naturel arbitraire mais fixe. Dans cette dé-
monstration ¢, €5, ..., 65y désigneront des nombres positifs conve-
nablement choisis, ne dépendant que de 7, [ et des suites (1) et {1).

Je pose L=", et o ="p .
supposer 5=m, En vertu de (9),
on a

(12)

Sans troubler la généralité on peut
appliqué avec m-+3% au lieu de m,

N .
Z r ) e¥i <

[g

e, ' N pm-m—3:

pour tout nombre naturel m et pour tout nombre réel « tels que l'in-
-]

tervalle fermé (z—N""n*, 2 N""7) ne contienne aucune fraction

4 dénominateur positif = e,

Posons t=m -+ (214 4)a,

Pla) = Do () e,

=\
4 ya

] R(@) =) v (o) et

vt

! R (ﬂ] = 2 r (‘U) eEm'/m:

-
{13)
M) = ) ¢ (@) e

Dans l'intervalle 0 =1 je considére les fractions irréductibles

a b I » vy - o * 4
— 4 dénominateur positif =:n°., Ces fraclions, ordonnées selon la
q

grandeur, forment la suite de Fdrey appartenant. & /%, Entre deux frac-

tions consécutives

a-+a*
q-+q*

de cette suite j'intercale la mediante
4

a B

— est une fraction,

- 8i

appartenant & la suite et située entre
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0 et 1, je désignerai par j(i) le plus petit intervalle fermé contenant
q

4 et borné par deux médiantes; ;(0) soit l'intervalle fermsé (1—p. 3),

ol » désigne 1a plus petite, p la plus grande des médiantes intercalées,
Chacune des fractions de la suite ayant un dénominateur positif
=m, chaque médiante intercalée a un denommateur positif =2, Par

consequent on a pour toute fraction — 2 de 1a suite de Farey et pour

toute médiante intercalée 4

(14) iﬁ_’i

A 1
g QT g9Q T 2w

%

La fonction L (), definie dans (1) satisfait aux inégalités

us. meﬂngwHB-Z*rw(z 1)2§4mr'¥'/w

en vertu de (3) et (4). Les fonctions p(v) et p'(¢') étant en valeurs
absolues inférieures respectivement a [ et [Y, et lintervalle V conte-
nant tout au plus N+ 1 nombres entxers la fonction A(£), definie par
(2), jouit de la propriété

(16) AW | S TSI (VA4 1)< DIV N,

Les relations (11) et (5) impliquent pour toute fraction 2 de la suite

de Farey les inégalités

] E( ) ] S, g S, e et {iE’ (_“_) i gy Y
! q

La sommeZ contient tout au plus 7% termes, donc
> .

(1n Zi (q)E'( )l<7 A -

a

1l suit de (15), (16) et {17) que le membre de gauche de (10) est tout
au plus

Sur P'hypothése de Goldbach pour presque tous les nombres pairs. 213
(18) [‘2 1\!2 N4 (z_l_ .(‘2 nIZH—‘i)=]2 z w (t).
: 7

Par conséquent on peut admetire

(19) >Nn

2n2

car sinon, on a N<{c¢; et alors l'expression (18) est inférieure

ou égale & cgI? 1"2N‘-’n—-me(zl.

Il résulte de (14) et (19) que l'intervalie j (%) _contient l'inter-
valle (;—N*‘n ——}—N“nf) je désignerai par j*(%) la partie de
I'intervalle j(—gr) n'appartenant pas a l'intervalle fermé (a——N“‘ ne,
—{z——I—N—l Il‘\) , et je poserai

Uty =Y, [ RER (e ds.
v (3)
Deuxi¢me partie da la démonstration.

Dans cette partie de la démonstration je déduirai pour tout rcm-~
bre entier £ de T la relation

e ro—sNE(S)E(S)e = vn

Qin[

40, T2IV2 N2,

0 0]< 1.

8. Acta Arithmetica II.
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Démonstration: On a )
.. Friat
7

LO—A0Y E(‘;)c(‘;)g
q
=) fR(a)R'(a.)e'

2rial
do —

(21) -~
e
! — 2 (el ["_ '
2. klr ,,f P e et 00
L
ol
1~—Nv1uc
a a 27l ot 4
U, (t) = E(—— E ) [parerme () 4.
2 q> (.q)Nf_’ nf

7.

et
0= [+ {2 - £f e

g —N
Les fonctions p(?) et p'(v’) étant monotones et en valeurs abso-

lues inférieures respectivement a 1" et 1", on obtient moyennant la som-

mation partielle les inégalités
) W1
PRS2 e P o) o2
sin 2| stnrrx\
donc
1_Nﬁl " 1*1\/’_1 n
[irere dase,rr [_da
sin®wo
NTLE RS

FlMetga Nl £2¢, ' 1" N

ENES)

Par conséquent il résulte de (17) £
(22) UL @) | S2¢01, 2P Np—etet 9 =20y 21 1Y N
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La relation (11) entraine pour tout nombre entier u de V

(i)z, o] — kie ( Y r@—z0h Zm‘

U=l
\o=k (mod ¢)

Yz r("u
‘tl<11 q! o= | ‘ =1
=c, F N gt pm=2—(+3)z |

en vertu de (6), appliqué avec m—4-27t-({+3)5 au lieuw de m Le
lemme 2 nous apprend donc pour les fonctions R{z) et Pa), definies
par {13), ‘

E1?[:x) —E(f—) P (a—— -—) I= ey PN gl pm—2—U4+3) (1 —{—N?a —_ ) .

i gl g7 ‘} 7.
Dans l'intervalle (2 — N—115, a 4+ N~1#7) et pour toute fraction — ap-
q

|

partenant a la suite de Farey, on a donc
| a\y( - | ~ I
{R(x)—E (%P (a____ | < ¢, I Ngi+t pm—s—ti3)
j q g/

=6, PNp-m——2

On obtient d'une maniére analogue
AT
i

iR’ (2) —E
Les relations (3) et (4) entrainent
2/21 ]2\21 NE et ‘R’[a)<]/§["[\[
par conséquent :
rari-efse(2) 2] o)
! q q q q/i
"_—EjR(a] | 11?’[&)—5’(2—)1” ( .~_“_)]_1_
3 ‘ q q7]
B)3)
q

!R'm{ !R(a)——
L ]

<oy DIV N2 =2
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donc
(23) | Uslf) |= D 2 Ntnr o Y N2pon== = 20, UL N =,
z
Il résulte de (21), (22) et (23)
_teiat
a\,.,(a q Ny
g LO—3ONE -—)E ~)e — U(8) 40,0, 1" N,
- q q
7
ot |0,/<1. Le lemme 1 nous apprend
1
e U= [IRORWIES] Dok Yre)r
v 7
]

=rry

en vertu de (3) et (4). Si nous remplagons dans (24) i par— i et si nous
multiplions les deux relations, ainsi obtenues, nous obtenons

_ Zelat

iL(t)——A(z)ZE(%)E'(%)e 7
7

3

=(UB)+0, ¢, T Nu=m) (U(t) -0, ¢, 'Y N n—m)
=U{)Ut)40c,, 22 N2 p~m,

d'ott suit 'assertion de la deuxiéme partie de la démonstration.
Troisiéme partie de la démonstration.

L'assertion de la deuxiéme partie de la démonstration nous ap-
prend, qu'il suffit de deduire I'inégalité

Zw B VAF= e 12172 N2 Z w(f).

!

(26)

Le membre de gauche est égal &

(27) NeUpUEy=
I3
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22 [ [rer@ReEREYwhowvdus,
RO

la sommeE:I étant étendue & toutes les fractions irveductibles -{17

g

q
elles que 0==a'<q¢' =n".

Je considére d'abord les paires des nombres 2, [ telles que Vlin-
tervalle fermé (f—o— N—'n*, §—a 4 N—'#°) ne contient aucune frac-
tion a4 dénominateur positif = ‘. Le nombre  étant égal 3 7m, la re-
lation (8) appliquée avec f—= au lieu de o, apprend que la contri-
bution de ces paires o, 8 au membre de droite de (27) est en valeur
absolue tout au plus égale a

1

con(Ywtn) ( [1R@R@IEs) ScummrrenY v
¢ h z

en vertu de (25).

Finalement je considére les paires des nombres o, § telles que
‘intervalle (J—o— N—'n*, 8—a + N1/} contient au moins une frac-
tion & dénominateur positif =#°. La contribution de ces paires au
membre de droite de (27) est en valeur absolue tout au plus égale a

1 *
(Swt) [ 1re r@las [ 176 268
: J
H
E
le nombre o« étant donné, la sommefest étendue aux nombres B, si-
tués a l'intérieur d'un intervalle j'(i,) et jouissant de la propriété que
q

I'intervalle fermé (8— a—N-1r!, B—a -+ N—17) contient au moins une
fraction 4 dénominateur positif =n°.
Si l'intervalle fermé (83— N—1m, 8-+ N—'#n7) contiendrait une frac-

A ce ez
tion — a dénominateur positif =7°, le nombre B serait situé sur le
A . A . N s sl
segment E—N—lrv, ~(—2——|— N—tnre ), et d'aprés la conclusion i la fin
de la premiére partie de cette démonstration, ce segment appartient

. . b s A . .
a ](—g—); alors B serait situé a l'intérieur de j(a); mais { appartient
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r

r
aj (3,). donc z‘zj(_“v,)' d'o il suivrait A_
q q 0

q"’ ce qui est impossi-
ble, parce que 8 n'appartient pas & lintervalle fermé (—9—,- Nt g,
q

ﬁ,—[—N"lﬂ‘ . Par conséquent l'intervalle (B— N—'n, (ﬁ;]-/\/"lm)‘ et
q

a plus forte raison, l'intervalle (8— N~1n*, B--N-!n’) ne contient ay-
cune fraction 4 dénominateur positif =<n°, La relation (12), appliquée
avec $ au lieu de «, nous apprend donc

(RE) =c, I' Nn=n—3t,
La formule (4) fournit
IR@|=y20'N,

Par conséquent la contribution au membre de droite de (27) des
paires «, § dont il est question maintenant, est en valeur absolue tout
au plus égale a

V2 el l" V2 n;m—3‘(2w[t))jk(a] R'(0)|da fdﬁ,
J .

Le nombre = étant donné, seules les valeurs de § entrent en con-
sidération, pour lesquelles Il'intervalle fermé f—oa-— N-1n,

' . - !
B—a--N—1r%) contient au moins une fraction irréductible E; telle que
q

Q§a’<q'§n5. Le nombre de ces fractions est =¥, de sorte que
I'on a pour tout «
*

fd@grﬁl V2Nt =2 NI nac'

et la contribution des paires nommées ¢ f au membre de droite de (27)
est en valeur absolue tout au plus

2y 2¢, M " Ny ( Z w (1) ) j ‘; R(@)R'(e)|da

R 0
o L S22l NI Y
¢

en vertu de (25).
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Ainsi le théoréme est complétement démontré.
Afin de pouvoir appliquer ce théoréme j'ai besoin de quelques
remarques préliminaires.
Dans une suite arithmétique

k, ktgq  kit2q, ...

dont le premier terme & (que nous supposons positif et inférieur ou égal
4 g) est premier avec laraison ¢, figurent, comme l'avait déja démontré
Dirichlet, un= infinité de nombres premiers. Pour tout nombre entier =2,
je désignerai par

1 &5 1
Fa.x(x),
7 () ?:glogﬂ s ()

ot %(g) désigne la fonction d'Euler, le nombre de nombres premiers = -,
compris dans la progression en question. Le théoréme fondamental de
la théorie des nombres premiers dit qu'a tout nombre positif m cor-
respond un nombre ¢y, dépendant seulement de 7 et g, tel qu'on ait,
pour tout nombre entier x =2,

(28) [ Fg,2lXx) | = €20 X (log x)~™;

ceci vaut pour tout nombre naturel ¢ et pour nombre naturel 2=5g,
qui est premier avec 4. Le théoréme de Siegel-Walfisz*), dont la
démonstration est encore trés compliquée, nous apprend que le nombre
Cop, qui figure dans (28), peut méme étre choisi indépendant de ¢,
c'est-d dire dépendant uniquement de m.

%) Le théoréme de Siegel- Walfisz s'énonce comme suit: Si- g et 2=g sont des
nombres naturels, premiers entre eux. on a, quelque soit le nombre positif =,

i ; —Cai V Tog X
[Fap®) | <<tnxe CnVIOEX 4o
¢., est une constante absolue, et ¢, un nombre dépendant uniquement de ¢, Pour déduire

de ce théoréme que la constante ¢y, de (28) peut étre choisie indépendante de g, ig con-
sidére deux cas:

1 N
1. Soit g = (log x)*™. Choisissons ¢ =‘2*;l‘, Le nombre ¢,, dépend uniquement de

m, et on a
. xcﬂ q—E

= g log % gom Viegs
L'inégalité de Siegel -Walfisz se transforme donc, en vertu de ce qu'on a

o () log x = log 2,
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Je ferai usage, non seulement de ce théoréme de Siegel-Walfisz,
mais aussi du théoréme suivant, que M, Vinogradow démontre dang
'article cité en note 1.

Lemme 3: Soient N entier =2, m>1, 1=N (log N)=3m—6 o

-

. a . ) , ' ;
ol —q~ est une fraction irréductible, felle qu'on ait

(log NP+ =q

On a alors
(29) e ifp

PEN

= ¢y N (log N},

ot la somme est étendue & fous les nombres premiers p =N, tandis que
€34 est un nombre dépendant uniquemnent de m.

en l'inégalite
| Fy ) [ <€ xe~enVioix + - I g - o Ce VIOEF
0,

< ey % (log ¥)™ ™,

oit ¢,y désigne un nombre, qui dépend uniquement de m.
2. Soit g~ (log x}*". Le nombre de nombres premiers ;.

‘ . %, qui figurent dans la
série arithmétique considérée, est tout au plus

i X E
(log 2)"™ (log x)™ *

< =
g (logx)™

Considérons alors la formule connue

¢y =gl (1—1~) .
pig P

ot le produit est étendu & tous les facteurs premiers de ¢, Pour p:=3, on a

1—— et po 2, 1-——~ ——
=T pour p=2, on a > =,
-p ﬁ 21/

On a donc

9 = t] 7}7‘ - 1/q > (log x)™ .
I1 en résulte qu'on a
Lo 2
?(@) & logy (logn)"log2 ’

Tl ressort de ceci que le nombre ¢y de (28) peut étre choisi dépendant uniquement de .
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Je mettrai ce théoréme de Vinogradow sous une autre forme,
movyennant le théoréme suivant de Dirichlet,

Lemme 4: Si 7 est un nombre réel quelcoﬁque ef si T esft un

nombre =

=1, il existe au moins une fraction — ielle qu'on ait
q

a ! 1
= i

(30) :
, q. g

0<yq

1A

T et

Démonstration: (empruntée 3 M. L. Téranquist). Considérons, pour
tout point 7)., ot * est un nombre entier =0 et =<, l'ensemble j;
des points 83, qui appartiennent 4 l'intervalle 0<{B<(1, et auxquels

N o 1
lit—g—@ <;;
semble j; est composé de un ou deux intervalles ouverts, de longueur

Ces

correspond un nombre entier g tel quon ait I'en-

totale 1 . dans lintervaile

T

ensembles j. sont tous compris

0<(3<C1 et leur nombre est supérieur & . Leur longueur totale esi
donc supérieure & 1, et il existe au moins un § qui appartient & deux
ensembles distincts j; et j.; nous pouvons supposer d'ailleurs 0=p<0=r.
Il existe des nombres g et & tels gqu'on ait

‘ 1 . 1
g Bl < et pe—h—p <o
2 2

donc

o —g—nl <1

On obtient maintenant la deuxiéme relation (30) en posant g=%—p
et a==g—~h; on a de plus 0<g=) =7 et le lemme est donc dé-
montré.

Je mettrai maintenant le lemme 3 sous la forme suivante.

Lemme 5: Si N est un nombre entier =3, si m esi un nombre na-
turel, si ©=N(log N)=3" ef si le nombre réel o esi choisi de telle sorie

1 1 . s s g
que linlervalle fermé (a—« -, a—{—w) ne contienne aucune fraction a dé-
T T

nominateur positif = (log N)¥"+%, on a

o2iap
pPEN

< 6oy Nllog N)=
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ofi sy est un nombre positif convenablement choisi, dépendant uniquement
de m.

Démonstration: L'inégalité est évidente, si m=1. Posons donc
m>1. Puisque intervalle (a—-%, a—‘r—%) ne contient aucun nombre
entier, © est =1, En vertu ‘du lemme précédent, il existe une frac-
tion £ satisfaisant aux inégalites (30) avecy==c. Nouspouvons supposer

que cette fraction soit irréductible. Elle est certainement située dansl'inter-

valle (a—vl—, r/—%—}—) et posséde donc, en vertu des conditions du
c T
lemme 4 démontrer, un dénominateur > (log N)*»1%, Le lemime 3 donne

maintenant la proposition continue dans le lemme 5.

Lemme 6. Si g, et g, sont deux nombres naturels donnés, premiers
entre eux, a tout nombre enfier a, ayant les propriélés

(31) 0=a<q, ¢ et (@ g, ¢:) =1,

est associé d'une fagon biunivoque un couple de nombres entiers a, et a,,
tels qu'on ait

(32) 0=a, g, @, ¢)=1, 0=4a,< 4, (@, ga) =1,
(33} a=gqa,+q,qa. (mod. g, qs) .

Démonstration. ¢, et ¢, étant premiers entre eux, il en résulte
que la congruence
a=qx (mod. gs)

a une et une seule solution x=a, dans lintervalle 0 <{a,< g,. La
congruence

a==q,y (mod. ¢,)

a également une et une seule solution y =g, dans l'intervalle 0 = a,<q,.
Le nombre a—g,a,— g, est divisible par ¢, et q., donc aussi par
leur produit. Si 2, et ¢, avaient un facteur commun, ce facteur appa-
rgitrait dans @. Or, @ et ¢, sont premiers entre eux. Les nombres
4, et g, sont donc également premiers entre eux, et il en est de méme
de a, et g,.

S'il y avait une seconde solution by, b, de

A

a=¢q.b,+q.b,, 0=b,< g, et 0= b,< gs,

I

icm°
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alors, en vertu de (33), le produit g, (@, — bs), donc aussi (@, — b,) serait
divisible par ¢,. Il en résulte donc qu'on a a,=26,, de méme que
a,=b,. ’

Voyons maintenant la réciproque. Soient 4, et 45 deux nombres
satisfaisant aux relations (32), et soit 2 le nombre défini par (33} et
0=0a<{q,g,. Les nombres a et g, g, sont premiers entre eux. Un
facteur commun de a et g, serait en effet un facteur commun de
a, et ¢;, de méme qu'un facteur commun de a et g, serait un facteur
commun de @ et g,. Or, a;, ¢, et a,, g, sont deux couples de nom-
bres premiers entre eux. A deux nombres donnés a, et a,, tels qu'on
ait (32) correspond donc un et un seul nombre a, tel qu'on ait (31)
et (33). Le lemme est donc démontré.

L'expression 1 (q) désignera partout dans cet article la fonction
de Mgébius, c’est-a-dire que 1 (g9) vaut 0, lorsque ¢ est divisible par
un carré supérieur a 1, et que sinon 1 (g) vaut 1 ou —1 selon que le
nombre de facteurs premiers de ¢ est pair ou impair, On a done, par
exemple, p(1)=1 p@2)=pB)=—1  wv@)=0, - »B=—1,
s6)=1, n(@=—1 n@=0.

Lemme 7. Si ¢, et g, sont des nombres premiers enire eux,

on a
ulg, g =0{g) (g et 9(qg)=2(q)5(q).

Démonstration. Si l'un au moins des nombres g, et g, est divi-
sible par un carré supérieur 4 1, c’est aussi le cas pour g, ¢,, et les
deux membres de la premiére relation qu'il faut démontrer sont alors
égaux 4 0, Sinon, chacun de ces deux membres est égal & (— 1)+,
ot [, représente le nombre de facteurs premiers de g, et /, le nombre
de facteurs premiers de ¢.. Finalement on a

1 1 1)
(g9} =1, qgﬂfgqﬁ(l — ;} = {lh Il{, (1 - ;)} { g I,}h<1 — }J—)} =¢(4,)3 (o).

Nous aurons partout, dans cet article,

g—1
. am
e (p) = et et Z (g, m= e —)
a=Q t]
(2, =1

ot ¢ désigne un nombre naturel et 7 un nombre entier; (a,g) désigne
e plus grand commun diviseur de a et g.

Lemme 8 1. On a, si g, el 4, sont des nombres premiers enire eux,

Z(gy gy m) = Z (g, m) . Z,(qs, m).
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2. On a, si g et m sont des nombres premiers enire eux,
Z (g.m) = ().
3. Si q n'est pas divisible par un carré supérieur a@ 1, on a
Z (g, m) = p- () »-(d) 9 (d),

oit d représente le plus grand commun diviseur de g et m (d= ¢ si m=0),

Démonstration: 1,
premiers entre eux,

On a, en vertu du lemme 6, si g; et ¢, sont

Py
am
Z(g1 gy, m)= e(“"")

aZ; avqs

(@, q1g2)=1
g1 4271

zz 2 e[ 4 4 _‘_7::-21?3)

’A [P

a,=0 a,=0
(a1, q)==1 (B2 gi)=1
= Z(ql 1 ”Z] Z(‘h- m)'
Il suit de 1a qu'on a, si

g=p ... pss

est la représentation canonique de ¢ en facteurs premiers,

(34) Zlg my=2Z(p#, m) Z(p,m) ... Z(ps’s, m).

2. Soient ¢ et m des nombres premiers entre eux. Si p est un
facteur premier de ¢, alors p n'est pas un diviseur de m, et on adonc,
pour tout nombre entier § =2,

=S B )

L & ;ﬂ: —Q0=0,

Lorsque g est divisible par un carré supérieur a 1, on a donc, en vertu
de (34),

Z(g, m)=0=1(q).

Supposons alors que ¢ ne soit pas divisible par un carré supérieur a 1.
On a, pour tout facteur premier p de g, '

am
)=
P

p—1

ZU);n_z):Ze

a=:1

icm
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parce que p n'est pas un diviseur de m. Le nombre Z(g,m)} a donc,
en vertu de (34), la valeur -1 ou — 1, selon que ¢ posséde un nombre
pair ou impair de facteurs premiers. On a donc toujours, lorsque
g et m désignent des nombres premiers entre eux,

Z (g, my=1(q).

3. Soit ¢ un nombre non divisible par un carré supérieur a 1,
et soit p un nombre premier,

! .
Z(p, m):Z e(?—@> est égal 4 p—1 ou —1 selon que p est ou
p

a=1

n'est pas un diviseur de m. Z(g, m) est donc égal, en vertu de (34),
a (—1) T (p—1), oir I représente le nombre de facteurs premiers de ¢,
qui ne figurent pas dans 7, et ot le produit I (p—1) est étendu a tous
les facteurs premiers de g, qui figurent dans m. Le nombre [ est le
nombre de facteurs premiers de ¢, qui ne figurent pas dans le plus
grand commun diviseur d de ¢ et m; ce nombre [ est donc égal
4 h—Fk, ot h représente le nombre de facteurs premiers de g, et & le
nombre de facteurs premiers de 4. On a donc

(— )= (=)= (— 1) =p(g) p(d).

Le produit I1 (p—1) étant étendu & tous les facteurs premiers
de d, est égal a ©(d), parce que d n'est pas divisible par un carré >1.
1l est ainsi démontré qu'on a

Z (g, m)==1.(q) v (d) ¢ (d).

Lemme 9: Ona

& ¢flg 5

g impair

le membre de gauche est la série Z , élendue & tous les nombres

1
0

impairs ¢ >>1, qui ne sont multiples d'aucun carré “>1.

Démonstration: En vertu de —?—5—<-3*
168 5

il suffit de démontrer

pour tout nombrer naturel N
»lg) - 95
9) <68

1<g=N (‘92 (

g impair
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Le produit

1l (1+——1~—;),
2<p N (p—1)

étendu A tous les nombres premiers >2 et =/, se transforme par dé-
veloppement en
1
1+3 - S
2 =17 (e — 1) o (s 1)°

ot la sommezI

sont divisibles par aucun carré >1 et dont chaque facteur premier est

=N; dans cette somme p{, py, ... ps désignent les facteurs premiers
\ !

de g. On a Z.n = Zﬂ, la somme ZB étant étendue a4 tous les nom-

bres impairs ¢ >1 et =N qui ne sont divisibles par aucun carré 1.
Pour un pareil nombre on a

est étendue & tous les nombres impairs ¢ 1 qui ne

: 1
(pr—Dp.—1) ... ps—=Up—1)=4qll (1 - *~)=—-'.9(f/),
rlg 1204 p
donce
1 - b (g)
1 1+————->£1+ —— =1 b
2<péN( (p—1y Zﬂ ¢*(9) =y 9tg)

d'aprés la définition de la fonction de Mé&bius, En outre on a

1

I (1_1______1 ) = 1 LV
2P EN | (p—1)2 2PN
? 1 CQ i
=1y Ehe
2{7;‘in 1121 2N
=¢ <p

m

e 5
24 12 5 1 52
== e e 1 e L T
<e <t 12 E 2 128

5 52 95
=1 + — = | e
1z+2.12.7 +168'
d'ott résulte linégalité qu'il faut démontrer,
Maintenant je démontrerai qu'a tout nombre naturel m correspond
un nombre ¢;, dépendant uniquement de m, tel que le nombre des

icm
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nombres pairs == N, qui ne sont pas égaux a la somme de deux nom-
bres premiers impairs, soit inférieur a ¢;Ni—"; ceci vazut pour tout
nombre N =3, Japplique le théoréme principal de cet article
en choisissant pour V, V' et T Vintervalle (3, N); je pose 7{v) =7+ (v) =1
ou 0, selon que ¥ est un nombre premier impair ou non, et en outre
je pose :

1

pl0) =9 (0) = ——~

= . i == 3 M- 63
log v

P=1"=1, =0,
w(f)=1 ou 0, selon que { est pair ou impair. Je démontrerai d'abord
que les conditions du théoréme sont valables, si l'on choisit la suite (7)

convenablement.

1. La longueur des intervalles V et V' est inférieure & N; Ja fone-

tion est monotone, positive et inférieure & 1; on a

pEN
2, D'aprés le théoréme de Siegel- Walfisz les relations (6) et (7)
sont valables, si 7 (9.k)=17"(q.k) est égal & ;—(1(;)- ou 0, selon que % est

premier avec ¢ ou non.
3. Le lemme 5 nous fournit (9).

“i Z w (f) etetot
s

En outre on a

=1 -1 )

vls]n 2% \ = ANt

fiA

Nnp—m

1
4

*si lintervalle fermé (2o—2N-1p3"+6 2042 N-1nmH6) pe contient

aucun nombre entier.
Les conditions du théoréme étant valables, on a

(35) D (t)] L) —A(H)) E (;‘
q

e 7 | =g N3,

oll €y dépend uniquement de m. Dans cette formule L (£) est le nom-
bre de maniéres d'écrire { comme la somme de deux nombres premiers
impairs, et

(=3

(36) A=)


GUEST


288 J. G. van der Corput.

Les nombres @ et ¢ étant premiers entre eux, on a
ak
q

a\_ 1 N Y el
E( ) Zile

q ¢(q) ?(g)

d'aprés le lemme 8; donc EZ((E) est égal 4 0 ou qt -, selon que
g 2

est divisible par un carré ~>1 ou non. Pour les nombres ¢ qui ne
sont multiples d'aucun carré >>1, on a, d'aprés le lemme 8,

1 q 2riat
i ( ) —znlaq _ 1# Z . ,‘,‘j“.,
a=| et (g) =
(a, g)=1 (a, g)=1
L@r@e(d
v*(q)

o d désigne le plus grand commun diviseur de ¢ et Z. On a donc

2niat
E? _a') e 7 NV I (g) (@) P (‘i)
2o (5 )
q

aent 92(g)

le prime indiquant que seuls figurent les nombres naturels ¢ qui ne
sont divisibles par aucun carré > 1.

Sil'on pose g=d#, ni le nombre d, ni le nombre 2 est multiple

d'un carré ~>1; le nombre % est premier avec d et avec 5—, donc avect,

Inversément, si d est un diviseur de 7, si aucun des nombres 4 et £

n'est multiple d'un carré >>1, et si 4 est premier avec f, le nombre .

g=dk n'est divisible par aucun carré >1, et d est le plus grand
commun diviseur de ¢ et £, Par consequent

_ 2aiat

S; E ( ,) — Z 2 A

a (/1]

-
la somme z, est étendue & tous les diviseurs d < r° de ¢, qui ne sont
d

divisibles par aucun carré >>1; la somme Z est étendue A tous les
h

ne i
nombres naturels h§;, qui ne sont multiples d'aucun carré >1 et

iom®
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qui sont premiers avec £. Si f{ est pair, £ est impair, et le lemme 9
nous apprend '

v:(h) —1 Z :Lq(hl =1 \ :xi[k] =2,
“7 o°l) = 97 A =1 9*k) 5
donc % impair
a _ 2riat 2 1 2
@7) E: (—)e T =2 =2
zi: q 5 Z 7{d) — 5
7

. -— ”m
Pour les nombres £ qui sont =Nn 5 et =6, il suit de (36)

1 i_ﬁ -Lm—z
(38) 1 2 : ’v n 3
IL =3

1
—=m
Si A désigne le nombre des nombres pairs ¢ qui sont=Nn ° ,=6

et =N et pour lesquels L(£)=0, il résulte de (35), (37) et {38)

—1—AN2n B =y NP,
225
donce
Lot

A=25¢, Nn .

Le nombre des nombres naturels pairs = /N, pour lesquels L (£)=0,
est donc tout au plus égale a

—%m-H 1 ——%—m
| 225 ¢, N +3+—2—Nn

Ceci vaut pour tout nombre naturel m, de sorte que le nombre
des nombres naturels pairs =N, pour lesquels L({)=0, est tout au
plus égal & ¢, Nn~™, ou ¢; dépend uniquement de m,

Je finirai cet article par la démonstration qu'd tout nombre naturel
correspond une constante ¢y, dépendant uniquement de m, telle que
pour tout N=3 il y a moins de ¢, N#~™" nombres naturels pairs =N,
qui ne sont pas égaux a la différence de deux nombres premiers im-
pairs. Je choisis pour V et T I'intervalle (3, V), pour V’ lintervalle
(—N, —3); je pose r{v)=r'(—v) égal 2 1 ou 0, selon que 7 est un
nombre premier impair ou non. en outre je pose
9. Acta Arithmetica II.
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PO)=F (O =——;  u=3m46 D=D'=t =g
log v
w;=1 ou 0, selon que % est pair ou impair.

Ainsi on trouve encore la formule (35) mais mainténant L(¢) dési-
goe le nombre de maniéres d'écrire { comme la différence des deux
nombres premiers impairs =N, et le raisonnement donné ci-dessus
nous fournit le résultat cherché.

(Regu le 17 novembre 1937,)
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