Anwendung einer Blichfeldtschen Beweis-
methode in der Geometrie der Zahlen.

Von

J. G. van der Corput und G. Schaake (Groningen).

Ist 6>>0 und bedeutet f(x,..
der reellen Verdnderlichen 1y, .

(1] f[ulv-'

< ), abgekiirzt f(u), eine Funktion
.oy ity mit den folgenden Eigenschaften:

vy H‘H]#‘ (0, Y O) iSt,
(2) flen, ... tu)=FF(u, ..., u) tir alle £=0,

1

L S
(3) Frlotuwd o und-w)SF° (0 )77 (0. ),
(4) flemwy oo, — )= flu, ..

S ) >0, wenn (&, ..

o ),

so gibt es nach Minkowski?!) bekanntlich mindestens einen Gitterpunkt
-’C:(xlq s ,xn)%(ov ey O] mit

wobei V c?.a.s Volumen des 7-dimensionalen Kérpers f(4) 251 bezeichnet.
In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dass unter gewissen Vor-
aussetzungen der Faktor 2 verkleinert werden kann, Dabei wenden

) H, Minkowski, Geometrie der Zahlen (256

S.), Leipzi in: i
unverdnderter Nachdruck 1925, eipzig und Berlin: Teubner 1910
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wir eine Blichfeldtsche Methode®} an, und zwar in der von Herrn
R. Remak angegebenen vereinfachten Form?®). Wie aus dem folgenden
Satz hervorgeht, ersetzen wir die Dreiecksungleichung (3) und die
Symmetriebedingung {4) durch andere Voraussetzungen,

Satz 1. Sind o und ¢ positiv, bezeichnet f(u, ..., u,)=f (1) eine
Funktion mit (1) und (2), hat f(u, ..., 1ty) auf der n- dimensionalen Kugel
ul?- ... fu=1 eine positive unlere Schranke, und ist schliesslich fiir
jedes ganze k>1 und fiir jede Wahl der k Systeme u" =(u,"”, ..., u,)
(»=1, ..., k) wenigstens eine der k(k— 1) Zahlen f{u®— yt) (1 Sv=Fk;

R
1Mk w51 kleiner oder gleich E% 2]‘(11(’"], so gibt es wenigstens
— 1=

einen Gitlerpunkt X=={%y, ..., %) %(0,...,0) mit

n+o
5) f(x]gc( sv)

n
) ersetzt, was in

/

Der Faktor 2° wird also hier durch ¢ (ﬂ—'-G

G
vielen Fillen eine Verbesserung bedeutet,

Wie wir zeigen werden, erfiillt jede positiv definite guadratische
Form f(#1,...,u,) die Voraussetzungen dieses Satzes mit =2 und ¢=2,
So finden wir den Blichfeldtschen

Satz 2: Ist f(¥1,...,us) eine positiv definite 7 -dre quadratische

Form der Determinante D, und ist
2

1
A=i(r(1+—g—)) D .

T

so gibt es einen Gitterpunkt x5 (0, ..., 0} nicht nur mit
f(xl [ rxll]éA

(Resultat von Minkowski), sondern sogar mit

"
1 (n+2
f(xl,..,,xnlé—{(—:;-—) A,

) H, F. Blichfeldt, A new principle in the geometry of numbers, with some
applications, Transactions of the American Mathematical Society 15 (1914), S. 227 —235.

3) R, Remak, Vercinfachung eines Blichfeldtschen Beweises aus der Geometrie
der Zahlen, Mathematische Zeitschrift 26 (1927), S, 694 — 699.
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2

Der Faktor-z—(ntZ) , der bei unbeschrinkt wachsendem n

Ausserdem werden wir beweisen:

Satz 3: Fiir n=2 seien &i,...,5% homogene Linearformen in
X1,..., Xy mit Determinante A 0; es gebe unter ihnen 25 Formen, die
paarweise konjugiert komplexe Koeffizienten haben (0==2s=n) und r =n—2s
Formen mit reellen Koeffizienten, o bezeichne eine Zahl =2, und es sei

ez

B= 25
()

Dann gibt es einen Gitterpunkt x == (0 , 0) mit

n
mr+nﬂﬂmrglwiiﬂ B
2 <]
In vielen Féllen ist dies schérfer als die Minkowskische Ungleichung

&) 4... & =B

Hilfssatz 1 mit Beweis und den Hauptgedanken des Beweises von
Satz 1 entlehnen wir der in Fussnote ?) genannten Arbeit von Herrn
Remak. Der Beweis von Satz 3 stittzt sich auf die folgende Ungleichung:

Satz 4: Ist k ganz und =1, bezeichnen oy, ...

, o, komplexe Zahlen
und ist 6 =2, so ist

P

Dlao—af <z°“k2|a\

=1 PE=TA

_[

*»

Hilfssatz 1: Sind u1, ..., 4, Verdnderliche (Koordinaten im 7 -di-
mensionalen Raume), und ist b(uy,..., ts), abgekiirzt b (u), eine be-
schréinkte, im Riemannschen Sinn zntegrlerbare Funktion dieser Verdnder-

lichen, die ausserhalb eines gegebenen beschrinkten Bereiches verschwindet,
so ldsst sich ein Punkt v==(vy,...,v,) bestimmen mit
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—C0

co oo
) Doz [ bwadu,
—~CO

wo die Summe iiber alle Gitlerpunkte x des n - dimensionalen Raumes, und
das Integral iiber den ganzen n-dimensionalen Raum erstrecki wird.

Beweis: Wire bestdndig
oo o0
Zb(w+x)<f b(w) du,
—_—N0
_0
so wire

1 1 o
{...fd'vj...d'v,, Zb(’ﬂ1+)€1,..,,
0 ] e

was unmdglich ist, da die zwei Seiten denselben Wert besitzen.

vn+xn)<f b(w)du,

Hilfssatz 2: Ist =0 beliebig, so ist unter den Vorausseizungen von
Satz 1
b(u)=Max (0, t—f(#))

eine beschréinkie, im Riemannschen Sinn integrierbare Funktion, die ausser-
halb eines gewisses beschrinkien Bereiches verschwindet, mit
n

E

) f b(u)du—_——t

Beweis: Man hat #(#) ¢ Ist ¢ die nach Voraussetzung positive
untere Schranke von f{u) auf der Kugel w4, ud=1, so gilt fiir
2

jeden Punkt v mit v, +u.* = (%)g die Ungleichung

flu) z—t— 9=t
q

also b(u)==0.
Es braucht noch die Integierbarkeit mit (7] beweisen zu werden.
Wird das Intervall (0, 7) durch die Punkte £, ..., Zi— in Teilintervalle

t0=0<t1<...<t1_1<tl=t
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zerlegt, so ist fiir h=1,..,,
~ ~ Ai _[L“
e [ = [ v,
4 <[ st PG E= )

FAOEDN
also :
3 LAW
Vi (t;_’ — bt ® )j; fl)du =

lmpsf W)ty

n

fydus Ve (t).T

b<Z f tu)zst,

0
—ty? ) '

Jf”)dll" ff u]dzl*"V ( ‘.,l—fx—1%)~

JAE J s

woraus folgt

! K L
VE frt (h: — 5 ) =

b=l

Wichst [ unbeschrinkt und zwar so, dass die grésste der Zahlen

t— 11 (1 =X =1) gegen Null strebt, so streben die Hdusseren Seiten
dieser Ungleichung gegen

! L L8
Vft’- L YA A AP
o n+to
5 .
Folglich ist
g
f f[u)du=—~n~‘;/~t °,
n-+t+o
f st
also
jo ]
fb(u)du= (t—F () du
e Fed=t
=Vt1+ __.’litl—%—ﬁ:_iy_tw%
nto -0
Hiermit ist die Integrierbarkeit und zugleich (7) bewiesen.
Beweis von Satz 1.
Wir wiihlen eine Zahl
L s o 0
8 3 —
® >( sV )
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In der Bezeichnung der Hilfssitze 1 und 2 gilt Ungleichung (6) bei ge-
eignet gewdhltem v, Wegen Hilfssatz 2 geht diese iiber in

k 5 V Lo
et — ) - 1) = °
: ;f(y oz

, y® die verschiedenen Gitterpunkte mit f(y® 4 v)=1 be-

Hieraus folgt wegen (8)

1

wo V', ...
zeichnen,

k
D+ o)< (h—1)t

»=1

also £==2. Nach den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes ist
daher wenigstens eine der k(k—1) Zahlen f(y®—y) (1=2=k%,

1<S)2=k, n2) kleiner als cZ# sodass die Existenz eines Gitter-
punktes x5 (0, , 0) mit f(¥)<c? nachgewiesen ist. Bezeichnet ¢
die positive untere Schranke von f(#) auf der Kugel #®*— ... - u’=1,

so ist stets

1,
fR =g+ ...+ 2

der Gitterpunkt x (0, ,0) mit f{x)<ct liegt also innerhalb der
Kugel : : ‘

2

N
u? ... +W<(%>
Dieses Resultat gilt fir jedes ¢ mit (8), und folglich gibt es wenigstens

einen Gitterpunkt x # (0,

.,0) mit f(x)gc(’}-;%;);

Beweis von Satz 2.

Die positiv definite quadratische Form f kann auf die Gestalt
g2+ ...+ & gebracht werden, wo &i,...,6&n reelle Linearformen in
Uiy ous Un smd Aus

PN

=1

M»
'(D

@»-—Z Z(ﬁ + B — 2B B =

=1 k=1

—~2k2ﬁ2—~2(2k )B

a=1

e
il
[LER

k

NS
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folgt also
k. _k k
D W — u) =24 Flut)
x=1 haFx *=1

so dass wenigstens

Flu—ud) (n#£2)

eines der k(k—1) links auftretenden Glieder

ist. Folglich kann Satz 1 mit 6=2 und ¢=2 angewendet werden
und es folgt Satz 2, ’

Hilfssatz 3: Fir x>0, reelles o und p =1 gilt die Ungleichung

{(x-——)lcv)a—]—4sin2a}p§22p—2{ (x”—-———) -+ 4sin’a }

Bemerkung: Wegen

|sin(c+it)|’=("

e—z)e -+ sin®c
folgt aus diesem Hilfssatz fiir p =1, reelles o und reelles #
I'sin (0 it) P =< | sin (o + ipt) |.
Beweis; Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir x=1

. 1 .
voraussetzen, da wir sonst nur x durch— zu ersetzen brauchen. Es
p .

sei ¢=0 und die Funktion

F= (xﬁ—-——) -+ 4 sin® «

werde betrachtet fiir die x=1 und die reellen o mit

(x——-) +4sin®o=c,

e et

Als Funktion von x ist F monoton nichtabnehmend, da seine Derivierte

Dann ist
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2P (0 1\ _ 2 PPN
x X x x?
Folglich ist F fiir die genannien

wenn X moglichst klein, also x — 1
x

wegen p=1 und x=1 stets =0 ist.
x und o dann méglichst klein,

so tritt dies fiir X=1 ein und dann
so ist F fiir die betrachteten x und o
Dann geht die zu beweisende

méglichst klein ist. Ist ¢=4,
gilt die Behauptung. Ist ¢ >4,
méglichst klein, falls sin®a=1 ist.
Ungleichung iiber in die triviale

[ty ol

Hilfssatz 4: Ist p=1, x=£%e# und y=ne* mit £=0 und 1=0,

so ist
|x—y |2 =202 | el —p e ],

Beweis: Diese Ungleichung kann auf die Gestalt

{(E~—n)2+4€‘ﬁsin9%(¢—¢)}p <22 {(eﬂ—nﬁ)2+4apnﬂsin2—;—(cp~q»)}

gebracht werden. 0 ist die Unglewhung

Fir £=0 und auch fiir 1=
evident, Sonst liefert der vorige Hilfssatz, mit x= ]/f und o= ——(gﬂ—— )

angewendet, unmittelbar die Behauptung.
Hilfssatz 5: [Ist k=1 und bezeichnen oy, ..., % komplexe Zahlen,

so ist
k&

P lax—m%<2k2 .

==
Ist o=X,-iy. [x=1, ..., k), so gilt

k

PIPNCELAE Z D — o) 4 (=)}

=1 =1 #=1 =

Zk: (%2 +3.7) ~-z(ixx)2—~2 (2»)2

=t =1 =

gzkilmz.

=1

Beweis:
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Beweis von Satz 4.
Wird
=, (cos ©, -} isin¢,) (r=1, ... k)

1
gesetzt, so ist nach Hilfssatz 4 (mit ;U=—-—2~6 angewendet)

1 i,
X1, LR
I, 77 o
b 2 o o e

2

nach Hilfssatz 5,

Beweis von Satz 3.
Wird
F)y=fle, ..., ) =&+ ... +1&]

gesetzt, so folgt aus Satz 4 fir jedes ganze £>>1 und fiir jede Wahli
der k& Systeme uW=(", ... y,¥) (n=1, .., , k) die Ungleichung

}i f flut —ub)=2 "‘ka(u“’J

so dass wenigstens eines der % (8—1) links auftretenden Glieder

Flut —at) (£ 1)
Zf(uw)

u'—l

>>
x.—

u——l

§

ist. Wir konnen also Satz 1 mit .¢=2"" anwenden, sodass Satz
3 folgt.

(Eingegangen am 20. Februar 1936.)
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