Teilerprobleme.

Fiinfte Abhandlung.

Von
Arnold Walfisz (Radosé).

Es sei 5(n) die Summe der reziproken Teiler einer natiirlichen Zahl n

a(n) Z !

d|n

/zo[n]:Ed‘

din

also na(n) die Teilersumme

Ich betrachte ferner die beiden summatorischen Funktionen

S(x)=Zno(/z)

nsx nsx

(falls die untere Summationsgrenze nicht ausdriicklich angegeben wird,
ist sie stets Eins) und setze

So (%)= —x—-.—logx—{—T[x
Sx =32x3— T{x).
x) o E T(x)
Ls sei v eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4;

(1) VixX)= | T@w) T(w)du.
/
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Mit Q,, Q. Q. bezeichne ich die quaterniren quadratischen
Formen

Qo=m +n2 -1+ n?,
Qu=n’4n2+2n2+2n2,
Qe=n>+2m"+2m24-4n2

Dann sind 0=Q,=x, 0=2Q,=x, 0=0Q, = x vierdimensmnale Ellip-

7:2
soide vom Volumen W, (x)= > x?, W (x})= ? x2, W, (x)= Zx  Es
8
seien Py (x), Py (x). Py(x) die entsprechenden Gitterreste

Z 1 —Wnix) (m

Qu=~x

Py (x)= =0, 1,2).

Im folgenden sei stets x=3, Mit B bezeichne ich unterschiedslos
Zahlen, deren absolute Betréige unterhalb numerischer Schranken liegen.
C sei die Eulersche Konstante,

Das Hauptziel dieser Arbeit besteht in dem Nachweis der folgen-
den Abschétzungen : '

x . 'C—}—logzﬁ 2 5g2 %
TR du=1 282~ 5z .
Wy Of (@) du (( : )+144)x—}—3x
- 36457 3
T2 du=-2"T2" 3 B
(m f Wau=EE5" 0y gy
2 5
(1) fp YW du= 2zt Bx?
X 2 —5
(v) fP12(”‘)du=‘—éx3—{—Bx2,
[}
X s _5
V) [Peudu=Zt 5
P 24
0
Gemeinsame Quelle fiir (I) — (V) ist
5
(V) Vilx)= ( +(5+32)T >x3—l—Bx2

6. Acta Arithmetica, 1L
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Zum Beweise von (VI) benutze ich im wesentlichen die Methode
der dritten gleichnamigen Abhandlung (Jourpal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 169 (1933), S. 111—130). Dabei mache ich auch
von der zweiten und vierten Abhandlung (Mathematische Zeitschrift
34 (1931) S. 448 —472 und Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa, serie 2,5 (1936) S. 289 —298) Gebrauch, sowie von der funften
Abhandlung ,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen FEllipsoiden®
{Acta Arithmetica 1 (1936), S. 222 —283), Ich nenne diese Arbeiten
kurz Twm, 7u. T und Ey.

Ich m&chte noch erwdhnen, dass (I)— (VI), mit den etwas ungin-~
1 5

stigeren Restgliedern B log.x und Bx’log in Ty (()— (1) und
Ey ((I)—(VI)) stehen,

Bevor ich zur Sache fibergehe, schalte ich die folgende Bemerkung
zu Ey ein:
Es sei

(@gn = @ng rational)

4
Q= 2 Qgn g iy

g, h=1

eine positiv definite quadratische Form der Determinante D,

=)
T

Polx)= Y 1 ———x°
QE;: 2yD

der Gitterrest des vierdimensionalen Ellipsoides 0 = Q= x.
Ich brauchte in Ey die Abschétzung

f Po*(n)du=Q(x%)
(1]

und gab dafiir einen langen und sehr umstindlichen Beweis. Einer
freundlichen Mitteilung Prof. Jarniks entnehme ich, dass diese Ab-
schitzung bereits bekannt ist und auf ganz einfache Weise in wenigen
Zeilen erledigt werden kann, Vgl V, Jarnik ,Uber die Mittelwertsitze
der Gitterpunktlehre.L“ (Mathematische Zeitschrift 33 (1931), S. 62—84),
S. 83.

Die folgenden Festsetzungen mégen fiir die genze vorliegende
Arbeit gelten:
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Fiir reelle u sei

R(W)=u—[ul, & (1) = () = R () — -,
) 1 ?
by ()= R2 (1) — R (1) + i

Die nicht kleinere der beiden Zahlen ¥ und @ heisse Max (v;%), die
nicht grossere Min (v;@); dagegen bedeute (v,w) den gréssten gemein-
samen Teiler der beiden ganzen Zahlen v und w.

Ferner sei

@) E, =0 oder 1, E;=0 oder 1, 5= —

100

Die fetten Zahlen geben Nummern von Formeln an, die an den
betreffenden Stellen benutzt werden, sind also als Hinweise zu verstehen.

Hilfssatz 1:

3
@ Tw—u To(u)=%(0+1ogzz—1)u+3u3

Beweis: E. Landau ,Uber einige zahlentheoretische Funktionen*
(Géttinger Nachrichten 1924, S. 116 — 134) und etwas einfacher in Tiv.

Hilfssatz 2:

) —T@=(Ctlogza+ 2 Le[f) 4 D ny(X)

2 n=yu 1 n U on=yu n

(u=1).

L po (B L2 0 ) - —
+= Dm %(n)—i—y,ﬁnb-(lu)+12ﬁ+8u !

2 .
2u =y

Das ist T (4).
Hilfssatz 3:

Beweis:

© —T@=S4u 3 La(H 3 (%) r2yania
nsyu

aae AR
- 1
+E2 B @z
12
Beweis: Es seiz=1,
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u 1 . {u i) o ~
— =4 2olE IV avu,(y
M —Tw 2%@% nv.»(ﬂ)JrnéZﬁw(ﬂ)Jr Va b, (/)
_
+¥+§1€i > .52(-%)—{—8113 . 5).

4
3 g (—‘:7) =Bu® @).

n:;i]/rf
(6) folgt aus (7) und (9).
Hilfssatz 4: Mi
2'fiir E, =0, E,=0 oder fiir £,=0, E;=1
(10) ¢g, 5 =2tg B =

}1 fiir £, ==1, E;=0 oder fir E,=1, Ey=1,

o

(11) K.=MaX(zz—;ﬂB>
2'}
ist
(12) V() =2 0+ Z e 2y mETE | ¢(—23i")4:(£) utE R
5% sl 7z J\m n
n=lx v
X 3
2t YL f 4)(?.;2’5)%(,5] i’ du
m;l/Tx "
Max(;.l]
RO L (8, (s 3 %
+2 Z —fqg(w)%(w“n)u du4-Bx’,
nsyx 17 A n
Beweis: Es sei u=1.
13) —T@w=2—'at2u idg(z"—i‘)Jr S m¢(2—f)
A om o \m " m

m§1/2“u

icm
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2 . o= L
+2° Va7 e+ 22%—!‘3113 (8).
(14 : 2 1) /4
TuwTw=2"2u+ 2 ¢z, £, z mAE— 2B (_> b (#) 2—E~Es
£ £:=0 mS]rl‘lru " 7
n=) "
1 1
211 - ( o — 4l &,
+2t 3 L )mu)u #2773 Lyl g
m=} 2%u n=)u
- 1 u\ ! A 1 2" 1)
2t — (=) 2t ny{—)u-+2-1 — ¢ (=) u?
+ gknu(n) ' %‘ U(\n) ' El:wm?(m)u
n=Vu n=lu- m=} 2»u
2 1 20 5, 1 > 2? ;
N 2 i) ; 7
—_— — — m —_— —_—
+12 Zﬁm (m) +2 Z_ ( ) "12 Z U( )
m:_ﬂ/z“n m=) 2u n=]
3
+Bu® (13, 6, 10).

=fT(2'*u) T(wdu-+B 1)

2oy Z

E, E

Z 2F 2 Ee f (?_E) ( u ) ~E—Eidy
m n

m/\VZ" r,
n<1x
x . 3
Lon B L f ¢(2—”)¢2 (7)u? du
T "
m=} 2x

Max (Zi.l)

v x 3
77! 1 n
E = | ¢ 2uju du
f”(n) = ]

Ve n.J
Vi "1

42

X

lzfq: (—u~>udu
o n

nzV ]

!Iu

X
+ 27 Z ij o (B\a2dut27
n§}/; n n

nt
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X X 3
+ 27 L j o2\ dut+-Z L f r{)(g—l—l)uzdu
T m m 12 T m m
ms m* m=V 2vx m?
= Max (;‘; 1) Max (;{: 1)
X :— X i
1 2 27 1 u\ *?
+= i m f ¢ (———)udu—k—r > —f¢(~)u du
2 T m 2 acte \"

Max [g;l)
5
4+ Bx? (14, 11),

und hierin sind nach {2) die sechs letzten Summen, wenn iiber geeig-
nete Strecken integriert wird,
e
n

=Bx? 57—’1;]6 (L’;)du +an§;ﬂ
2 1 2n 1 22U
+Bx? mq/@ﬁ !f( )du +Bx <l/2V If )du
LG
=Bx? Z_H—Bx Zﬁn2+3x2 Z 1+Bx% 271

ngl/x n=Vx m=Va'x mgl/z“x

1+ Bx U( dul—!—Bx /_ﬂ

m<1/7 vx

—}—sz m? 4 B x* Z I—B,\

m=V 2 x nsy/x

Hilfssatz 5: Sind in dem Intervall u,==u=u, die quadratisch
integrierbaren Funktionen g(u), h(u), sp (1), £, (4) (= 1) gegeben, -fir die
bei wachsendem k

Uy 223
f stdu, j b2 (Wdu beschrénkt,

i, 1y

Teilerprobleme, V.

1,

f[g(u)——s;a [u)]%u—>0,f{lz(u}-—t;;(u))3du—»0,

1y

so ist

(15)

(16)

(17)

J gluh du—-hm f% (z) ta () du.

uy
Beweis: Das ist Hilissatz 10 von Ti.
Hilfssatz 6:

1 i . o2
DI N

m=<V 2 x \ m
Max[; 1]
k X
lim 1 Z L uis1n12: 2‘au—l—b1 u ldu
278 ko gy gy MO 0=l b? |

Max(zT;l)
S‘ 1 - n 3
= oo Za)u ® du
2 nnje(n)d)(t )

2

2 2\1
e ;1). = X, g(ﬂ]=t¥(—u)v
2 m

Beweis: 1) Mit lL1=Max<

3

w) ==, (Vu)u’?
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3
1 : 1 2ra2un u 72
18) se(g)=—— ) —sin——— { () =— cos Za:b u
(18) selw)=—- > —sin 225 fy(0) 2 V)

sind wegen (2) die Bedingungen von Hilfssatz 5 erfiillt.
(15) fiir die linke Seite von (16)

k

DAY L [ e

mEV{’; m @ b=1 g ph2
mt
Max (;v—. 1)

was der rechten Seite von (16) gleich ist.

Daher liefert

2na2u 05{27:171/;} du

3
2

2) Mit 4=, uy=x, g(ul=¢(%>, ) = (VF0)

ta,
Z~ s{2nby2u)
i:lb

sind wegen (2) die Bedingungen von Hilfssatz 4 erfiillt.
(15) fir die linke Seite von (17)

&

—-—1~lim 2—1—2 L

7% k=00 po N o4 b=1ab?

1 1
Se(#) "“—‘1_“
v og=1

2 sin 2nau  tnl )__
a n

(19)

Daher liefert

X 3
fu 2 sinmgcos{ZI\tbv’Z“_Tt}du,
n
pA

was der rechten Seite von (17) gleich ist.

Hilfssatz 7: Fir v=0,1,2.3, 4 und v =1, 2. 3, 4 ist

(o]
@) st— 2 1> L

m=V vy m% =1 g b?

x 3
f uzsin{z (g—ﬂ-l-byzvn)}du

m
! Max (’;’::, 1]

9

21) =Bx*.
Beweis: Es sei zur Abkiirzung (nur fiir den vorliegenden
Beweis)
Y
2 v 2
(22) =Max(in—,1),M>o;p=_2 Ta’m=2 bm
2 m a
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co ‘11’{ .,
st—» 1 ﬁLJ 1145111-’2"( Ly a)‘du (20, 22)
Y maVgn Mat=t ab ‘ l m

oo 1Wx |
=2 Z 1 L u‘eprZEi(zamib22 )]du!
m<V 2% map=1 ab? m i
= bt
ey ; I/::' |
= Z L 1bg i J ut el iy (22)
m/"/2 7 mab=1 4 %
. c‘Q‘ co oo ) Vi
F—3 —_— + —}_' " i .
(23) 2 mdzf;: m zz,/b——"_~1 4b=1 ab=t | ab® j utef kel dy
o=t By o2V i3
{24] _SI+SVI+SIII
Vi VE
= M ut el tl dy= ! f LAy PR
T2 2ip ) nto
b n
Bx* Bx®* Bx?
—_ = = 22),
25) oM pm a (
co
(26) =Bz 2 LY 1 _Bxlogx  (23—25).

o 2 5H2
mes] s MaP=ta b?

e

53 153
(ﬁ<m<1/2—x) f ut gl luel a’u—f f
2 b

M
\zx—u;"/}/'v lufed ‘1 £3

VE
afu
M

: 1
T2 1 Bxfma-t(22).

dgt (u—e)

= B (0t+ x?) (%ICOS (pu)du

—}—Ism () du’ )

1 ks
-7 2

L 2
(27) =Be*+x%)p *+Bplx *‘=Bx'm’a


GUEST


90 Arnold Walfisz,
S"—Bx* Y m 234 22 6-2LBx D 1- D (ab)2
mslfi_“: a=1 b=1 mgl/E a, b=1
ki
(28) =Bx* (23, 24, 27).
Vx 1/.17
e ; 2 1 o ; 2
(e=V2%) ntelltel gy = — d g e et
2ipJ nto
M b1
PR 3
(29) =Bglx *=Bx’ma-t (22)
3 co
(30) S"=Bx? Y 1 (@by?=Bx*  (23,24,29).
mgl/sz a, b=1
(21) folgt aus (24), (26), (28) und (30).
Hilfssatz 8:
(31) ., 1 x
Vv(x]zixs_}_ Z ¢ B Z m 251 2B fq)(?—ﬂ)np(i)uz—ﬂ“fedu
12 E, E=0 e m n,
Ty
3
4+ Bx?,
Beweis: (12), (16), (17), (21) mit v =0, (21) mit v=0, Vi=y,
m=n.
Hilfssatz 9:
o0
32) )
o 2
o0
(33) > L,
(m.mn’)iT.imsx (mod 2) me e
& 9
(39) Z L _=Npls)
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R
) 8 S~

(o] "
Z 162 l s{7

(35)

9

=1 m”
(m, m=1, m=1 (mod 2}

3

& Z ©18) fiir n=0(mod 2),

2
sn S

(36) Y, o=

= s8 75(3)
s=1 (mod 2}
oo
w (s 1
37 —— = ¥
(37) ; st 75(3)
=9 (mod 2)
[ae]
9 (m) =
38 = '
(58] = w6l
S oim) 2
39 =
(39) ,;1 m? 74(3)
=1 (mod 2)
(40) w(2n) 47
P nd 215(3)
Beweis: (32) ist Tu (39), (33) ist 7u (115).

Alle Kongruenzen im folgenden seien mod 2 gemeint, p mége iiber
Primzahlen laufen.

\—1 1 S (s
A L= (1——1;) H(1.__12.>=MZ‘”(,_)'
e m® opin P P P i 7 PR
{m, n)=1
co ‘
! 1\ 1) ( 1) 1 1
= = II —_ — [t —=j{1——= I 1___)
T
(m, n}=1, m=1 pin
GANEIC)
o 8;;2,1 s
[ors) - 1
(n=0) 1§ (1ﬁi> =H(1_?) ,,H(l“})
o * 2 P & in 2
R P p
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_ FNp s
6 st
oo _ 1 8
Z—(Slzn 1-—-i= ____1_) H( _‘)= .
= o8 > »e 28 & Pl TL(3)
§=1
el P< [5] 1 _w’_87_=__7v1_'_ (36],
=1 s° §(3) 78(3) 76(3)
§=0
S e _n 1 T
L= b ’ P P 8L3)
co

© \ =1

2 (i) (1-1)
m=1 omd > P pt
m==1

—1 2
S 3-b s
7 r? P 18(3)

“Wmmzfg@+ Lom 220\l ex
=t = o = e &S 2 £(3)
=1 n=0 n=1
(38, 39).
Hilfssatz 10:
(m, 2°n)?
41 S AP
()m§% p—
nsls
572  yx? % 1 22 2——-2 z logx , B
= —— _T*_"__*_ +,_ g x =
12 4 £(3) 42 VX Vx
Beweis: Ich bezeichne mit m,, m,, ..., m, die Restklassen
(42) my==0 {mod 2); m,= 2" (mod 20) fiir 1 ==,

Kongruenzen, deren Modul nicht angegeben ist, sind mod 2 gemeint.
P sei eine ganze Zahl mit 1=p=<v, Dijeselben Festsetzungen
mégen auch beim Beweise des nichsten Hilfssatzes gelten.

(43) = Z r Z m2 m Z Se =5 + Se-
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I P
o 2p? = —m? n?
m=Vavx m= 1 r<1/” v m=}ora, nsVx
ngl‘: (m,2n)=r

v

#=0 Yoy m, =V ‘2xn<Vx =1
(my ., 2m=r
s 1
Se= > 7D o (42, 43)
= i m>ne
rs‘/z"x ﬂzglfz"x e

r=0 (mod 2*) (m, 2°n)=r, m=0 {mod 2"}

2 2 1
IETD
= ~ 2¥m*n?
rgy'x/'t‘ m=y 29 n<} X
{m, n)=r

(ich habe m, n, r durch 2'm, n, 2'r ersetzt)

1
=2 " D
,

r=y %2y m\i; X2, nEt—
{m, n}=1

(ich habe m, n, r durch rm, ran, r ersetzt)

- Y e X =

— — m=n- 1T
=) 227, nZ) s r=Min{—} w2 : ¥ =
m l[m'n]lllv (m - )
jore) 1 1
1
w = Y Lyt ¥ Ly =
Sl m? n%=1 r2 ey ns) I m n-’>v,;—Mm( ¥>r
" st m, e e
(45) =Sp1— See .
2 &1 = | B (44, 45, 32).
1 - 1 5 , 49,
= BY ==
(46) oy 6 mEr;X m? /z'~’+ 7; n Z,—/Z—v m* 12 yx
[m: n)=1 m>]/ i
1 Max (m1 2n) | 2 _1 Max(m?;n?)
Sez= Z—' B m‘712 px =B e r X
mgy/x,‘zv . nglfx =Y
(m, n)=t

(44, 45
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v 1 _ log_x . (s) > w (8} 1i
Z z‘ h—' AR 12 Vx (Z_ 53 + Z_ 3 )+1/x
ml/z"ﬂn‘J ¥ n=m¥V 2°=) x s=Vx s} w2
(1, n=1) {m, n)=1
o (5] 2
T2 1 = s J'x
=2 - -
“n =—,~(1+22)l°gi“+—’,’;-
1 1 1 12£(3) yx o yx
:i—; Z;/i Z 77;2+] Z w__i— 572 2 “Nosx . B
rz;l/x mé—,’—l: n;l 1’2“ m: \111 2v (48] So S S 7 I 2 2 ) _Og-: 2 [45_47}‘
Vav (m, m)=1 12 12 (3) ] X ‘ X
{m, n)=1
(im zweiten Glied habe ich m, n durch n, m ersetzt) S, == s 1 (43)
_ __IZ 2n?
r=V2rs me =V 2, n=) x ’
1 1 S &3 1 B B (rn. 2n)=r
==y +]/~ (> LB 2
Vx Sonl £ w vy B\ A= omt o] yx 1 )
= (my ny=1 (m, n)==1 — r2
Z Z m®

v v Ly —_
—2'—F+1 — 3 _?—rx]"x.ngl'x

N ]/2“ p ) AT e
) > iyedid g

n=Vx nsy s <P {ich habe m,, n, + durch 2+ 'm, n, 27 'r ersetzt)
__ . o 1 ? 1
2 1p(s), =2, /2 1p(s), B - Z s P
=g’7—— Z s +— - 2 T 'I—"/———— Y re l—H’lV'_ Vo men
]/JC sns= ; ns 6 * snSl/x/ZV S 14 x r=s2 2 1/? m=2 2 —rx— . né._ri
- r=t (m, m)=1, m=1
i i
{ich habe 7, s durch sn, s ersetzt) = Z : 5 Z e
E han! m=n° ety o) T
ﬁd z [ 5] 1 B m=2 * Vi sV r=Min {52 L=
6 1 .)C Z Z ]/ Z Z e —'— ‘—/; (m, n)=1. m==1 r=1
s=Vx =)/ x/s sy m 11/x/2l o

“9) = L XyL

min? =1 r®

9 ‘,
= T — 2 P‘S(: ( lo og X —[—B 10g 2 S) + . ng? i P/;. ns ‘/: =

6 |/x s<V— {m, n)=1, m==1

- Z ! Z % —rH1 }Tz
r H

T zv
+= ]/ Z - (S)( 1ogx—1—310g25)+1/‘ e ek

s=V "/2" (m, m=1, m=1 r==1
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icm

{49 .50)

.
B - St==—+= (3
oy 8 min® ' yx 4+|/ )
m, n==1
(m, n)=1, m=1
( =1 )
S _Z 1 Max\2 m;n
e s ==
< gt m? n? 21/}
m=2® TV, wz=Vx
(rm, n)=1, m==1
-
+£ Z‘ 3 - Max (m% n?) (49, 50)
o m, n= Vove M-I
p— -1
! 1 1 P
“ar =2 ) P
2¥x v m*n 2Yx L7 P =
2 2 mgrzs)/x ns D) mé]/;
M=t =t (m. n)=1, m=1
1 1 1 )7 , )
_ Z - Vzw{_ Z 1 _z
2% s 0 T, om Vx ERR B S
m=2 ne 2 Vv ; 2 2 .
= m=1 (m, n)=1
B
+o=
yx
1 Ly Ly 1 1 B
= — Z*_‘ Z "‘_2‘—"'—'——-:*—‘ Z‘ L __n_}——/:
2VE il 1 (m, mi=t, memt yx Dy nm=iomt Yk
R <y 2 Ve (m, n)=1
n=2 x

_ = 1 1 (s) %2 1
121/5"5/:; n ; s? +16p'}7"§]/x— n W

n=0 n==1

IED)

P (s)

Teilerprobleme. V.

2 P, 1 u (s) B
DI DI A s
3 1 =
n=2 Vo
n==1
__= Z 1 e = 1 op(s
12V Jron s, 16yx S s
sn=0 sn=1
2 g 1 p(s) B
+ 24yx v B ™ Vx
sn=2 Ve
Sn=1
__ = Z w(s) 1, p(s) Z 1
12vVx S0 s SGoon lyx e Ve T
s=1 =5 5=0 e

n=0

w2 . (s) ( 1 = )
= —1 /X Blog2s
lmgﬁ o | 5 logVx+Blog

s=1

L 1C) (1ogﬁ+slogzs)
12Vx /o st

s=0

+1—6% Z_%ﬁl(%logﬂw logZS)
s=Va

s=1
- B 5
12 =N M(ilogy/x+310gzs)+:
uyx T s |2 yx
=

7. Acta Arithmetica, II
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o0 00 QO
Ny ) BN (s) 1 (s) +
_(4&; s +24;1 s +645=11 s

Ss=1 s=0 S=

logx
Vx

-
w2 2 %z%) logx, B
= e
(zsf;(s) RTHE ) Ve

2 Vx (36, 37).
SPZFS—( 287::2[3) + 2:3(73:2) 1;%x+% (50 —52),
pgx SFV_?“( 28v (; + 2’7(-3—; (2 — )1;€x+ e
(53) - ":2 _ETE; (Ev{;"' 2%+*8_421—% )1‘(}% +;,’—;

(41) folgt aus (43), (48) und (53).

Hilfssatz 11:

(m, 2" n)? ( =2 yw? >/V _
54 = Vx log x+ BVx,
o mg_z‘/z—"; m? C(3)+28()
ngl/:
3, >
(m, 2 n)? 2% .3a2 2%x | - —
55 = — /xlog x +Byx .
= ,,,gzzz; n2 ( wem mi@ | ClErET v
ngl/:
Beweis:
Z (m, 2" n) N Z 1
= rs —
m<V2vx m? rgrzlvz m<V27x , n=Vx m?
ngl/'; (m, 2% n)=r

Teilerprobleme. V.,

. Y
(56) Z D A A"
=0 <V2 =V ey n=Vy M #=D
[m”. 2 n)=r
2 1
;=2 rX 1 g
rsVax m=V 2%, nslx m*
r=0 (mod 2") {m, 2 n)=r, m=0 (mod 2")
= Z 2% r? Z Z Z 1
- /_ 2u m~ o mz
f.S]/xll" M—\l/xIZ” =Y rsy (22 ms ~-—y X e gl_"
(men)=r (m,n)=r r
D
rsYa2 ms Ly Y
(n, m)=1
1 1
= Z Z 5 B‘ ¢ (m)+B y m
= m rm L L B
rsyx m= % Vo =l x V=

m=

|

{(jedes Intervall der Linge m enthilt ¢(m) zu m teilerfremde n)

o |\m
__sz Z ’{“Bl/xz Z .[3]
rs x/z" m=1 r\]/x m>_11’ﬁ m
+B Y, o D1
m<'l/ r<1/
2 —_
=—"—Vx ) —+B1/"Z w—+Bvx (38)
65(3)
r<‘/x/2/ r<}x
57) = Ylog x-BVx.
(57) 125(]V gx-+B)
Sy = r-Zv | = 66 2
rng —P_Hl/—; m§2?—~p—f-1 xnsl/:r_

re=i (m,n)=r,m=1
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(58)

59

Arncld Walfisz.

r=2 Vx m=2 n=— -
re=1 m=1 (n,m)=1
1 v X B
= > — |2 o (m) 4 Bm
2kt LT
ra® Vs m=2? l/:’
r=1 m=1

v m= mﬂ
,gz_ AR " =t ré}/zvx
r=s=]
1
+B Y 2
rsl/m m= l/:"x
P LiByx @9
78(3) Y r
7-?1’-1 .
=

— " JFlogx-+B Y
23:(3)V ogxX+By

(54) folgt aus (56) — (58).

, 2* n)? 2 1
P ML M-

m§1’/2“x rg]/z" ¥ m=V 2 =V
n<Vx (m2 ny=r
. v
S S 2
p=0 r<l x mpél/;;, n<Vx w=0

(m Jer 2’ n)=r

(42),

S=

r=V/

2V m=V 2 X, nél’l):

Teilerprobleme, V.,

r‘—’Z %

r==0{mod2") (m,2” R)=r,m=0(mod2")

(59, 42)

22 22vrﬁz _1__.22v Z 1
rsyn mzy o, nx)x ;e reVxn m<_pﬁc‘2' V”‘ n
{m.n)=r (m, n]_~1
—_ %
2 Z Z — nzz 1
r<]/x/2“ n&—— ms1 ] x/2v
(1, n] ==1
. YA
2 Z Z n-(rn]/ f(n)—{—Bn)
= [
3
=27 y’xz ! 2 :)-{~B Z ié-{—By‘?c
r=y/a re=on e TV
3.,
2 h2 1 i
—x Z ——+Byx (38)
[3) r(; 1—2"
3
€ =2 gty
= ———— x og X Y
22 3) } g ¥
1
”__ 2;—2 42 iy
S, _Zv 2%t N o 69 42)
- e = —
r<z Vo m=2 Vx, nsVx
r=1 (m,n)y=r,m==1
202 s
oy Y 1
r=2? _—PHV'; m=a? Y , nég—

r=i (mm)=1,m=1
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1 Y
— %2 z Z pr 1 ; (63) 24 Z fa du
N A 2 2 e,
r=2 Vi ns - m=2 - 1/__ 2 an=—bm
r=1 (2, 2n)=1 n=Vx
V) =2 =2 2 % ”;_ 5 5
1 —ett VX (64)=OF3IF s = (1+2 222 7 I Bx7
= 222 Z Z (22 S ? ¢(2n)-+Bn 132 000 +28 - x2logx+ Bx?,
T~ Yy
:i Vi ast Beweis: Der Ausdruck (63) ist
2 1 |x2(m,2n) .
L L & p@n) _ —Z 3 —(————+—)fu3du (62, 11)
o+ —2 = L= L Byx =2 —_ 3 2
—ot= ﬁz r;l P -+ By 20 & ——mn\6 Zmn o x ’
rsz—zv— -P-HI/.: nsV s ’
r=1 x
1 (mrzvn)z 9 B @l 1
= —=— | ?du+t = - x?
P { 1221/ m? n? f sz}.. e
— — m=s) 2¥x r masV v
= zli(;; y’xz —;+By’x (40) =V g P
- —pt1 ’
=
fuﬂz (28 L pelogx  (11)
12 /e m? n®
m; u
61 log -+ BYyx. a=Vu
(61) 8 ) 2 R og s+
x s as —_
s 5,-:2 Yo w2 1__]_22 222 2
y &2 (2%VR2+ 222 (3 21)ﬁlogx+3 Vx  (B9—61) 12( +T> fﬁdu_lzr’m( Tt w )
. = " _— ) 3
e n 120(3)  84L(3) 3 5
=0 X f Wlogudut-Bx? (41,
3 v
2 2 2 2\ _ 3
(55) =(2 3w _2°* )l/xlogx—kB»/xA
28L(3) 4284(3) geniigt also der Abschitzung (64).
Hilt tz 12 Hilfssatz 14
ilfssatz 12:
A _=(mnp | B (65) T NI) 1 f”‘“‘
62) 52a ab 6 mn x e Z‘I:ijbm r,
an=bm nsl
Be.wels: Das ist T (18). (66) = (1 4 )leogx—l—sz
Hilfssatz 13: 30 3)\12 28
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Beweis: Der Ausdruck (65) ist

X
v v 2
2z ( M+—g)[udu (62, 11)
27: mél/z”_ 6 2mn x ,‘;
nsl/?
v 2
_Z (mzrz)f alu+ Z
mﬁl/z“ mn< v x
nsVx
_1 (m, 2 n)
_Efu Y PEdudBrlogx (11)
1 mgl/2'u
n<}/u_
- (J_+ )fuz logudu-LBxT  (54)
12£(3) 28 '
geniigt also der Abschitzung (66).
Hilfssatz 15
m 1 -
67 — — du
(67) 211 n Z ab fu
m<l/2“ abxx? r,
nsl/‘_ 2 an=bm
=2 2";“.3 2—% 5 5
68 == < — )le x+Bx?,
s 30L@3) \ 28 2 0g X

Beweis: Der Ausdruck (67) ist

1 m [ =*(m, 2 n)® g
Ly = ( +x2)fudzz (62. 11)

6 2'my
msV 2 s me 4
ngl/x
27 ™ (m, 2" n)? n)? m
= udu —x?
12 2—' —  n? f —|_ Z n
m<)/2 x r, m, ng‘/zv

n=V x

Teilerprobleme. v,

f Z [mzn] ———du-+{Bxlogx

m=V 2 u

n=Vu

a2 (27.3 2 7
2L(3)

28 42

genfigt also der Abschitzung (68).
Hilissatz 16:

(11)

AR 5
———~)fu2 logudu 4 Bx?
3

1
69 n — du_._B'c
©9) Sy m aw f

m=V 2 x

2 an=bm
ngl/ x

Beweis: Die linke Seite von (69) ist

=BZ/

mnsV 2 x

=Bx2 rzz I_sz
-

f—
r)f e mas) vx r<Vox
(mm)=r

72 5
=Bx2 ,e(l’;’_‘) =Bx?.

rsV v x

Hilissatz 17:

1

EnE=0 apb

A

’v

5
(711) =Bx?.

Beweis: Der Ausdruck (70) ist

1 1
— 2E,~1 y2Ey—1 — x2—E—E
B EE . E mE—ty E 25 a
\= —

ab=x
masV x U

{ ]
(mm;ll )x—BxZ

mn’l/Z”

)

"1

x

(m, n)?

2»

m

n

L2

105

(55),

(62, 11)

1 2a b
{70) 2 CE.E, Z , m2E— p2E—1 ) P fuz—E,—E, cos {2 = u( — —}-Z)}(lu
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1

1
=B Z xt—Ec~Ea Z mPE—1 p2Ey-t b e
a
_ - .
Eubr=0 mnsV 2 @by ]/m n

! et 2o LSS _3 R
—B xz-a-E,Z T Z (@b) 2 ::Bx .
E, E=0 a,b=1

mnsV 2¥x

Hilissatz 18: Mit

1
(12) ©(x) =Z CE,E, Z m2E—t piE—t

By Ep=0 m_i;l/—Z“_x
n;‘]/.;
XZ fuZ—fx—fncm:Zru ( _b )}du
. ab n
2¥ an=zbm v
ist
(5F+3v=n )
73 V.(x x3 6 X B)c2
(13 W= (2 +CT ) et et
Beweis: Fiir reelle © sei (nur fiir den vorliegenden Beweis)
(74) () = Min (v — [¢}; [v]+1— )

(die positiv genommene Entfernung von v zur nichstliedenden ganzen
Zahl). Dann gilt bekanntlich fiir jedes natiirliche %, falls Min (1;—(1;)
Eins bedeutet,

(15) $in2797 _ pMin(t ( )
=y q k()
(76) §(v)=— L Z sin27g7 (v nicht ganz).
T q=1

((76) wurde schon bei (18) und (19) benutzt.)
Es sei ferner

(1M k=[x,

(78) sxlw)=—

151 2ra2n 1t . 2mbu
3= sin ) =—— 3 sin ST

= =

Teilerprobleme, V. 107
(79) Sp(W)=B, trx ()= (78, 75, 76, 2),
(80) ¢ (2v u) — 5 (#) = B Min (1;)6'2 (2"—11)—1 ) (75 —78),
m m
B0 4[f)—hw@=BMa(t (L)) @s—m.
n n

X x
f ] (ZV u) 9 (E) wEhdy— f Sp (@) tr (W) BB du
m n

f\,

= fx (4’ (%) — S (”)) te W) ur=EFdu —l—f(t!' (%) —t (ﬂ)) s (1) 2—E—Erdu
+ Jx (q, (g-vml’) — Sk (u)) (zp (%) —1, (u)) E—Edy

y

% v —1
(82) =Bx2—a—fe( f Min (1;x—2( ”) )du~}—
m
X p -1
in (1,22 (2Y )4 79 —81),
-{—me(l,x (ﬂ) ) u) ( )
2Vx
fMin (1;r2 (?—”)_‘)du=_me(1 X2 (o)) dv
m
7, »r,
2 Px \
(83)= f 4o+ x4 f dv =Bm(£l li‘-)_B[u,m,
mx xm
1 1
\0=F wzt _J
(84) (11, 74).

f.Min (1;x—2 (%)_l ) du=RB
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(85) f b (2 “) ( ) WEEs iy — f 55 (1) £ () 2~F—Fs d 1 == B x2~E—E:

V

(82 —84).
) X
CE, E, Z m2E~1 p2E—1 f V) (2" ) " ( ) W—E-E d g
o - r m n
n=Vx
) X
_ Z CE,E, Z m2E—1 p2E—1 f Se (1) e () B2~E—Er d g
o ms/2%x 3
n=lx
1 5
(86) =B Y x2—E—E; Z 2Bt 2Bt — B 5 .
EoEeo
m, n=<V 2'x
x X
fSk @)ty (W) EEdy =1 Z LN PR sin 2ra2n o - bud )
®? iFasab
(11, 77, 78)
= t( —F—
) _2—‘;}“’ a,Zngu Efuz it E’du_{_
2¥an=bm 7,
-+ 1) -lfu—ls Eacos{Zﬁu(z_a__i)}du
2752 ab . !
2% anzkbm r,
1 x b
— 1 2—E,~F, »a
o ap | e (e o

x

1
2v
Vi (x¥)=-—x*+ 2 e, E, Z mAE— 2Bt f Se () te () wP~E—E:d
12 Eu =0 m<V 2z
n;V P v
5

+Bx? (31, 86)

Teilerprobleme. V. 109

12

E;, £7=0

1 X
=z x84 1 Z CE, £, Z mAE—1 p2Ee-1 2 L wE—Edy
2x? gy v o520 ab
ng‘f)_c—

2" an==bm Ty

+5—@(x)“‘5;;

> fzﬂ-rrﬁacos{znu(?—"-“-—Jr-i)}du-[-Bx (87, 72)
b<1‘a n
2 (s+3vw) . T (1+z 2°—2 % 1 v
(+ @2 ) 3000 T 0 12 28
v v 5 5
23' '“7 Z 1 )
~ ~+- )x log &+ (44 B (10, 64, 66, 68, €9, 71)
i
(2, 5+3Y 5
0 =24 e et B

Es sei 1 eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4; ferner

m? n?
(88) re=r, = ax(—;-—>.
22
(89) Er, =05, 5o, =B, B 0 B By
©0) S @)=Y Cromy Y miEiwE
£ B0 m=V iy
u,gl/zr‘x
g 2tb
I R
a, byt m r
2¥an>>Abm T
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Hilfssatz 19:

B Gk 1) L YT
©1) K(x]—(12+ )P 5 G )+ Ca (1)) 4 B
Beweis: Ich ersetze in (90)

wv, B Ey, mmnab durch v,uE, E ,nmb,a.

Dann folgt aus (90) und (88)

1
(92) B l)= Y Grpa., D, miEpE
EoBi=0 el s
n=Vatx
X
X Z —I—f u"E!“E’cos{Zﬂu(%ﬂ—&)}du.
L2, ab m n
2Van<2tbm Tpey
(93) Gk B0, =Cg, 5, 0= ¢g, E (89, 10),
94) Fo.o=r, (88, 11).

(91) folgt aus (73), (72), {90) und (92) — (94).

Hilfssatz 20: a, 4, ¢, m, n seien natiirliche Zahlen. Zu jedem
vorgegebenen Tripel a, b, ¢ gibt es hochstens

B ( (a, bb) Vx 41 )

Vab

Paare m, n mit
m<yx, n=yx, an—bm==c,

Beweis: Das ist Ti, Hilfssatz 9.

Hilfssatz 21:

1

1 . -y
Guvlx) =— Z Gk, £, Z M2E: p2Es L
(55) Sk 7 o
2an>2"bm

(aban—2rbm))—!
m=|2vx
n=Vx

5

, . 7
x (xZ‘E'_Eﬂ sin {2 X (Z_a. — gf—b—) } — r?=E—Egin {2 Tr (H — &b) | ) +Bx .
m n m n

Teilerprobleme, v/, 111
Beweis
2—E,—E, = —2 3\ du= i n
(96][!& cos{Zﬂ (m n)} - ya b
§ m n r
_2—E—E f WA —E—E:sin {2 - (2_” _ &) } du
21 2"_a J— g.“__b. m n
m nl)’
97 Ll___mr___ (xz”E"E*sin {Zarx ( Z a_z_ﬂlz) }
2% (an—2+bm) m n
— p—E—E gip {2 I d (Z“_a — ?Lb) } ) + Bx'E—Em2n®(2’an— 2pbm]_z
m n
(fir E,=E,=1 ist 2—E; — E,=0 in (96)).
z m2E—1 prEa—t Z (@bt xt—E~Em?n? (2 an— 2+ bm)—?
E,, E;=0 mglfz“_x a\: b= "
ngm 2¥ an>2*b.
— si—E—~Fa mREcH p2Eatt (@bt (@ an—2+bm—?
] Z;/T a;x’
mE) 2% 2van>2tbm
n§1/2”x
= B x? Z Z {ab)yt(2an—2rbm)?
mgVE"-; av bga_x’p
nél/;*; 2V an>2tbm

o0
R 5 S5 N

mgl/zvx, n§1/2 tx
2¥ an—2¥ bm==c

(Hilfssatz 20 mit 2t x, 2'a, 2#b,c, m,n statt X, a, b, c,m, n)
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& (g,0) b) 1
=Bx? ! B x? —_
x — | Bx? bzqz —
(ab) ao=
S8 & _3 s _3
=Bx2 Y 4 ) (ab) ?+Bx =Bx’® Z - Z (ab) *
d==1 [g, gf:ld a, b==1
5 s

(100) +Bx2=Bx’
(95) folgt aus (90), (89), (88), (97) und (100).
Hilissatz 22:

1
(101) @p,v(x):—zlmz Geom D — O _;_H—i—

Ep=0 a bsxb Q@ b
et 2V a, 208

1 Lg=

X Z 2 | ~EmErgin 27%C _ pEep gy 2FTC
m=V 2w, n<V2bx mn mn
2Van—2tbm==¢

=
+-Bx?
Beweis: In (95) ist
(102) an—2rbm=2an=<2 x21/2'_‘x_§2%+vx3_
1 1
(103) B (1) = 2 Gnp 2 L Y L
E,, E=0 a b= ab c<iy s €
X g2 | pEeEigin 27X amop o 2T1C
mn mn

mg]/ 2Vx ngl/,sz

2¥ an—2tbm=c¢
5

=Bx®  (95,102).
Behalte ich in (103) nur die 2, 4= x* bei, so ist der Fehler

1

=B Z Z _1— M2E 2B, x2—Ei—E, (88)

Eyy Ex=0 a<x* x8 <b ~v= ab e m§1/7.“x } nSI/Z“x
b<x Y an—ot bme
2Y an—2" bm=c¢

Teilerprobleme, V, 113

=B x? Z -+ Z L Z 1 Z 1
0 <axr

& .
X! <b(x’ ab cabtys ¢ m.:i]‘/Z“x.né 2

b=x*
2Y an—2tbm==c

X8 <a\x=

—=Bx? by + 2|t > _Z_(_[?.-ﬂl/}+1)

xB <b<x2 ab =t

Vab

(Hilfssatz 20, wie beim Ubergang von (98} zu (99))

5
:BXT ? _(ﬁl,_é]? Z __1__+sz+3

3 - c
= . 5
TEET (@p)” =TT

543
5 a b
=Bz’ ) & ]3—}—3,\: 3
TEE (ab)”
42 00 33 El
=Bx®Yd > d%a ’h ?4Bx?
=t a>%,b,>=1
s 00 _3 3 5
=Bx® ) d? Y o ’+4Bx'=Bx’,
7= ot
ll>7
Also ist
° 1
1 1 S
Gy, . (x) =— (L7993 —_— -
b ) 2% E,%:o ﬂép ad cgzzu:f—vx! ¢
5
X Z m2Es an,(xz—E,~E, sin 2756 __ jE-F, smgﬂ)-{—Bx ,
mn mrn

m;\l/Z"x ' ng}/zi‘x
2¥an—2tom=c

und hierin ist wegen
1

— e
c=2an—2bm=2an=2x Y2 =2t i’
1
die m-n-Summe fiir c>2u+vx2 leer.

Bevor ich weitergehe, schicke ich einige einfache Bemerkungen
voraus, die sich auf die in (101) auftretenden a, b, ¢, m, n und r
beziehen.

8. Acta Arithmetica, II.
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Es sei

(104) @2a,20b)=g 2a=og 2b=fg
Ist die -7 Summe in (101) nicht leer, so muss £ in ¢ aufgehen:
(105) c=7g.

Die Lésungen von

(106) ran—22bm=c,

d, h. von

{107) en—Bm=v

sind

(108) m=—=mp=m'-+oah n=n,=n 48k (k=0,1,2,...)

wobei m=m', n=n" die Lésung mit kleinstem m’>>0 bedeutet.
ist also

(109)

Es

an' —Bm =1,

(110) om =q, 0<n’_—‘7_—'__a£ﬂ§w};+[;.

Vou jetzt ab bedeuten m, n die durch (108) gegebenen Funktionen
von #; damit hingt auch r nach (88) von % ab,

Fir das folgende wird es nbtig sein, m und 7 als Funktionen
einer stetigen reellen Verinderlichen zu betrachten, Um aber Missver-
stindnissen vorzubeugen, will ich dem % seine Bedeutung als ganze
Zahl lassen und lieber

(111) my=m'-+on, n,=n-+pu
schreiben,
v —r ]
Hilfssatz 23: Fira=2’ bistm=2"n Fir a>>2"* b st
= ‘ ZV-"/z —_m
m=2 % n dann und nur dann, wenn h =———7— und nur dann, wenn
a—27%8
b= 4ebt(y+ab) ist
u—v ey ( 1»-—v
Beweis: Fira<2. bistc=2"'b n—2 % ) (108), also so-
e b = vk
gar m<<2 > n Fira>2’b dh a>2"0(104), ist m=2 " n mit

Teilerprobleme, V.

_‘\L

2
h§*—~—7 ;~~ gleichbedeutend (108), und hierin ist

a—2 "7 B
— ; e _—
22 W—m _ 2 T (a+2 2"_”)__ 272 n’(a+27[a)
U'_ZVTJLB - ___2—-1{3 2[!.“2__2\452
v

=2°?

W o S b (0 B) S 4P (1 ab)
Ich setze jetzt zur Abkiirzung

(110, 104).

VZx—m  y2rx—n

(112) ,
2 B

Min (

=
Dann ist
x=p L

{113) i (/ eine beliebige Zahl des Intervalls 0 =j=1).

Hilfssatz 24:

(114) B\, (%) = Z LE s ang 1
b T
a,b=x’ |+ 2 +3
4 2 p2Es (xz-E,—E, sin 2EXYE 2EXNE kB2 “"Tg =
Z i, sin — o + Bx? .
9 gh=x
Beweis:
(115) Ly !
115 ) () = — G 1 1
€, . E,E, Z Y Z
nE absxt e
sz x?
X s ,lzf,(xz—a,—E,siHZWng Pi—E—F, smzrr‘(g>
0Z7Ex mn mn
5
+Bx? (101, 105, 104, 108, 112).
4
Lésst man in (115) die 2< x°® weg, so ist der Fehler
L
1 . 1
=R = = 2E, 2, x2—E—Es
Emm;émb Z 1Ly Zim nek x (88)
=M g2 osh<x?
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icm
=B .Z-— S xExtEt2—E—E

Teilerprobleme. V.

17
R2)mEmp=m,=m' 1 , —
U2y my = mp=my m+“(H'—|-~)<___3(m +aH)=3my=Byx,

122) np=np=n,=3(W+3H)=3nyg=Byx

(3).

Hilfssatz 25: Es seip———;: und q——% ganz, 0=p<q; f(u}

—_ 1\ 1,

mp._m'+a(['[—?)§—_(m +aH):El~(In'-]‘_g,H') =

2 4 =

{123)
im Interoall p << u = q reell und zweimal differenzierbar ; S () dort bestdn-
dig=wund =B o, wo ® eine von & unabhdngige positive Zahl bedeutet;
F () dort positiv, F' (1) vorhanden und stelig.
Dann ist

> Frysin{2rf(n) =8

! 1 1
=—(m H 4+ =)=~
8( +a( +2)) g
024) np= — (w6 H) =L, |
g
o 1
Fo)+ 17w au) (oo + ).
Pt < P+ | Yo {125) RN S =< 1
p mg m'—foqg aH T ;'
also, falls noch F'(1)™>0 vorausgesetzi wird, i
. — 11
(116) Y Fsin {Zr-f(h)}=BF{f1)(qvw +—;)~ (126) =
pEh=q e q Bxs
Beweis: Das ist Tur, Hilfssatz 15, der eine leichte Folgerung T T
aus dem van der Corputschen Hilfssatz 14 von T ist, {127) q§mq3 ,lq"i o ’fﬁ 7
Hilfssatz 26: :
1 Es sei u eine beliebige Zahl des Intervalls p=u =<
pr=u=q,
(117) W= 3 Gan . > L
EVE=0 apsx® G0 g Téz.t.;yﬁ—}a i (128) filw)= ng_' F, (1) = my25 n, 25
llnll
D% Z m2Es 2B x2—Ei-Eigin 2nxYg 129) o, =f"(q).
x‘;ghgx mn Dann gilt
‘ s {130) Aw=—-"18 (un,4pm) (128, 111)
(118) =Bx2 . (mu ”u]
Beweis: Es sei iy 2518 .
. fr = e B —afmn) (130, 110
(119) X SHSH=2H=2X, H und H ganz,
(120) p=H——, g=H+1. B
2 2
Aus (111), (120), (119), (112) und (110} folgt

2
(m—ﬁl%““”"—@mu)“rsaamunu)
(131) — 2X18

(1)} (123 aBmy,n)

(111, 109).
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Mit wachsendem z nimmt f;” (1) ab (131}, dg my und 1y zune}_x}- 2+il§ :_ 111
men' (111), Also ist , : +Bx gy’ 4-Bxta’s 'y *H o (133—135)
o = [ @ SH W SL"(P)=Bf" (@ =Bo,  (129,131,123,124). Ein bekannter Kungstgriff ergibt jetzt
1, - x- G 3
F’, (4) ist stetig und positiv (128, 111, 3j p—-—l—, q— - sind ganz, Z m2E: j2E: x2—E—E, SinM: sz B 2
! 2 2 4 . mn &7
0==p<_ g(120,119). Also darf (116) auf die durch (120) (128), (129) x9shsX :
gegebenen p, ¢, f;, Fi, ©; angewandt werden: ar Lo L 111
o +BLTE T gy Bx2a2@ Ty T xZTa-t (119, 136, 113)
w2) Y Asin(2ef () =BF @) (qvml ) i s Coh s a
pEh=q (137)=Bx 1B gq2 +Bx2+ 1§+ g1t +BxT o TE Ty T,
x'{g (132, 120, Setze ich (137) in (117) ein, so folgt
m2Es 2 = B m*F« n,*F ' g
[133) hZH sm U q (q 1/— + \/0) ) 128, 108]. . , ,
. 2 1 13 RN
¢t 1 1ot ot o1 3 3 G x)=Bx * Z (ad)— Z 12
1,25 125 q 6, = BB my * g T, g Pxlqigtmg Py ° e e
=2 x
( +a1ﬁ me’n %) (127, 129, 131) 24 _L I P |
T @ P +Bx # Z (a by~ 2 ¥ ? 4+ Bx? Z(ab] 227 7 (104)
1 3 0t 1 1 1 2Bt sE L L 1 abzxt it ;—-H a.b=1 =1
—BximgEin Byt gta T8 P 4 Bx'mg  'ng it o
7 3 1 1 5
1 4 3 2 2 1 2— g Tt PR 2+ 5 H 5
5 +E—5 +Emg 5 S AE— 5 By 5 =Bx B 4 B 18 4 2
Bt TR g T e 121, 122, 125, 126) ] +Bx +8x
EAE—g 3 EtEcty (118) =Bx* ().
(139 =Bx g1 +Bx g1 Hilfssatz 27:
1 3 3 _ 1t v v ot to i 1 . 1 1 1
mg?E ng2Es ——= = Bmy 2By PEamy 2 g Px oyt £ Pa B : niq g g 2 (138) &, (%)= Z Ce,5, Z TZ Ty
Vo, EqEy=0 ab=xt avg 1 T
(129,131) =, 7
1 1t ' as2 2 b =
—=Bx 2 g 2B g 2B 2, 24 2 -
’ ! ‘ x XZ L T L4
~L Ea -1 -1 X R S S £ n
—Bx *mgxBx 'y ‘o '8 '=BxbtBaHy o 'f ° =% =n=x
o (121, 122, 110) X
1 -
(135  —BuxBtEa’g 24 PH. (139) =Bx?.
Beweis:
N 2T Xy a-f 3 "
(136) o 2B x—EmE in 22L& B B gy’ X3

ok n o :
f=H mn (140) (a_S_Z 2 b) m=27?n, r=étle11fssatz 23, 88).
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§ sy S
S, (X) = MEAE~D) §p g — —_
(141)  ©.(x) i Ey E, i, abg L
aé:gvb =
28,
xY  n <ﬁ> sin 228 (138, 140).
T n -
x9 =h=X
[ o}
(142) (@22 b) a=2? 8 (104).
n_ B X Tom_ T _pAd
L=t =B -t ———=——=B8B (107, 108, 110),
(143) m o am a? n B /2 B2h

o ({51 ({5 olz 3]

(3, 140, 142, 143),

3 3
(145) mé—@iii=B(n—ph)m=Bn x* =B(r-+p x> (108,101,110},
42
2rnvg  2%1b_ BT (143 104),
2 m o ath
) .
. 2mnyg . 277b__pae (TE \=Bly/8
(146) sin —— sm-—T—-—BMm ogh,l N W
s ' 2E, d
nt (ﬁ)ﬂs sing nrg — @ h“(a) sinz——TYb
2 m g o

2E, 7 ey b
=Q4h4(i) (sinzTan—siner )
¢ 2¢m o

o (PN () i 2RRYE
n B 2+ m

[147)~B(34h’ 1g? a—‘+B(H—B)x2

ey (VP i 2T TS
—+ (nt Bh)(ﬁ) sin >

Ersetzt man in der A-Summe von (141)

2E, w 2E,
nt (’—TL) sin 2rnvg durch g* 4 (_a_) sin 2n1b ,
n 2¢m \B o

-

icm
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so dndert sich nach (147) &;(x) um

B

abg Zr_Y 2 (MZ GRS +xzeah)

a, b<xb
(=x 4
T 3
—BZ abg]/gz Z h2+Bx2 Z abz 2 1
s ]/ 2y a,bzx? —_— By e
1= X R ‘{éx
3
3 ) 1
—|—Bx2Zb< abZ Z 1+Bx~2b bz £y 5 (112)
a, x5 er a, <xd < x
-{<,4 23 g < Pz\
5 oo 1 _1_ ) 9, 9,
=Bx? Z (aba4 ¥ g ) +Bxt ' -}—BJC’H‘B—}—B}CTﬂ
a,b=1
5 & _3 3 3
(148) =Bx? > (al) T4+Bx?=Bx?  (104,3).
a,b=1
1
By (0= 2:AHENGgg O Ay 1
FE=0 avz @bE T v
= 75:4
o220 -
2E,
XZ pe h4(%) in 2512 (141, 148)
Y chzx
Z‘ Z o \2E:
(149) — 2uEAE~D) G, g i‘( )
EoE=0 B preis abg( 8
[
as2 2 b
, 2%1b 2
XZ sm~—-2 ht+Bx?
Yz_fx—; Y hex
/2 % ' St
V2rx—m' y2rx—n' (y2“[3——1/2“a]yx+7
150 -—
{150) - B “B = [3>0

(109, 142).
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Teilerprobleme. V. 123
o x — 1! .
(151) _y2x—nm (151, 150), Hilfssatz 28
) 1
‘, (153) G (x Z Gre Y 2@2 A
] ELE=0 — K
(152) Z ph= Z B By ’g; (151, 110). W= P b ‘
9 =heX %9 i Vit ok —
X S_‘ 1By B prmEiEr i 27T &
&, () 21 BB G 2 1 4(:&)215, = mn
(’2 X) = ST S A-E,,E, B n .\‘9(,=1 =
EnE=0 et bgm \B h=X
v 5
a2 ® b (154) =Bx’.
—
1 . 277 b F o = . g
X3 T "a( N B Beweis: F;rg 6<2 % a,h >4+t (r4abd) ist m>2 7 n (Hilfs-
Tg% v%g,g"/z“ satz 23), also r=—2—v (88). Ersetzt man daher in (153) r durch —m—z, soist
¢ der Fehler 2
2E, 5
+82Y J—(i“—) T oi+BxT (149,152 =8y =2 X (101, 88)
a,b=x? abgl\p R = ’4‘ Y "(4'L+V+1(Y+ﬂbl L
1 = ]
= =
L Bx L pxt (42 ' =Bx22 Zl*‘BX’Z Z -
- — X << < 1
__BZa (lbgﬁ e5+ 2 ?ab+ ] . b 7.& bx <.4_
a, b*\v ab=x" T=
angb %-}-a 2+33 %
] (155) = Bx +Bx =Bx (3).
{man beachte, dass die letzte /-Summe nicht von 7 abhéngt und 1
156) €, (x)= AEAE~D) (5 1 1
1 2nyb (156) + (4] E;=02 26z, 2, Z ;TZ o
— sin =B (z. B. 75,76,2)) Rk @ b= £ v
1 o = =xt
. T b2 “a
=
n\# . 2nmyg 3
5 5 X m*{—) sin Bx?
=B x? 715? -+ Bx? (104, 3) ; (m) 7n (153, 155).
ab<xt 2% =n=x
iy
a=s? 2 b ( ) =y
;< . s s s A<z p<2a (104
—BxTY (ab) % +Bx? =Bx? n B, 1 ot
2, (158) ;=B(;+;.;;)=B(@+,Z) (B+x‘* =55 045, 163,
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n\E B\ L n\ (B _pBT_ gt (3 143,
{159) (;) —(;) —3((m) s 2k ak 158, 157),
3 3
(160) mt—atht=B(m—ah)m’=Bm'sx> =Bax® (108, 101, 110),
2zmyg 272 pT& (143 104),
2xn B [32/2
2Emyg 27Ty

. (e \_pgl,/&.
I 270 Vi (1) = 5 )/

25, 2E,
mt (i) sin————Zﬁng——ﬂh“(—B—) siHZ_LYE
m 2n p

a

(161) sin

2rmyg

2E, =
=atht (ﬂ) (sin
o 2'n

[3 2E,
+ (mt—oath?) (;) sin

. Zma)
sin

2n o 2'n

7 1

3
(162) =Bo*h’yg' g4 Bax® -} Bx? _YZ (157, 161, 160, 101, 159).
o

Ersetzt man in der %-Summe von (156)

2E, 7 2E, T
mt (-’l—) sin 2" 1€ qurch ot bt (—E—) CLAL ,
m 2n o 8

so dndert sich &, (x) nach (162) um

71
S LSS b e e
b<aabg 1 1 = oh
=3 -
1

ey Ll
—Baéxaabﬁl/g ZT h<2;"7‘h e n.zb::éxaab z%"{h%zn 1
Y=x =a 5 ="
B x? _1_ . _1_ (112]
T aéx ab Z—:l 12:5} h

2E, 25y p
2rmyg oo ( (ﬁ) — (_ﬁ_) )sin 2rmyg
m

Teilerprobleme, V.

5 e Lo = 2
=Bx* )" (aba“ﬁ‘*gz) +Bx 4 Bat
a, b=
3 o s
(163 =Bx’ Y (ab) +B’C (104, 3).
a, b=1
1
G- reo, .y LY
£y Ly==0 a,b:ixa abg LA
= et
b2 ¥ g
25,
X ek (S) o ZT{aJer (156, 163)
4
x ?=nex

1
tod) = 5 2iE-a (G Z 1 (_ﬁ_)m

EEA0 ot abg o
vk
b2 2 a
1 2T a
x> L ’ Z W Bt
1 “{ 4
'rg»\f‘1 x Ez“,x

Im weiteren Verlauf des Beweises von (154) soll
[

5

(165) >2% 43
angenommen werden (rechts steht eine absolute Konstante).

2|L' g2 e 2 2u (32 1

‘/Exl - ‘1/21; B s e ey 157
3 ‘ 2“ a + L 2\, /2]L _}_ ‘ 2V ( )
(166) 1 o 1 (104, 164).
2" H (a ,’_ b] "o rv-Hxa

(xt] VFF—w _VEE—m (5 yZ R
= : : =

125
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4
2 e—yZR)x—yx

(109)
“B
\ 1 )
] e — 3 — 4 el =3 .
(167) S P *x")=*x]§ (" —i)>0
T o
“F ' (166, 165),
I
(168) x=VFEZ™ (112, 167),
[#2
a69) . = > mBX (168, 110).
) T —
20 mhex x? ghgl’/i x
1 2kE,
&, (x) = 2 P EAED Gy, 5 Y 1 f,gz(ﬂ)
Eur B0 a,ng?' aog *
=
b2 T oa
1 n2rre ptpe Y =3 L
<2, o iz M ag&“”ZJ_T
et PR ) -
s
+Bx? (164, 169, 157)
5 s
—B ! X 1 Bx (75, 76, 2)
» abg ab
“hr, \
b<2_2—a
5 ER=S _3 5 5
—3:7 Y L 4BiT=BxT ) @) "4Bx =Bx’ (104
Ry a?b =Rt
bz 22

Hilfssatz 29:

1

a7 &,@= Y. Gnz Y.
Ei B=0 a, nga

Dy ~
abg e
x o <ys2

icm
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m2E: p2Es p2—E—E, gjp 2rryg

min
K
{171) =Bx*®
v 2
Beweis: Fir m=2° n ist r=~’21:— (88). Nach {170) ist also
1
o~ Y -
172 S= > 2GS LY L
£y, Ep=0 a, bzx® abg T .l__’,- 1
x4 <T§21-.+-,x2 8
2E, ;
~) sin——-—2wwg .
2t m

Ich mache wieder die Annahmen (119) und (120), setze jetzt aber
iiberdies voraus, dass

vt

(173) m§ZT niir HSh<H'

ist. Es sei  eine beliebige Zahl des Intervalls p=u=yq,

(174) folt) =218 | F, (1) = m,28 n, 25
. 2tmy,
175) 0 =£" (@)
Dann gilt
(176) fr )= P T8 (174 111, 109)
2t m,* 2 my?

(177) frw =218 76, 112).

20 my®

Mit wachsendem # nimmt f,”(#) ab (177), da m, wichst (111).
Also ist

o= () SAH" W= () =Bf" (@) =Bo, (175,177,123
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1
Fy (4) ist stetig und positiv (174, 111, 3); p——, []———2~ sind ganz,

0=p<q (120,119). Also darf (116) auf die durch (120), (174), (175)
gegebenen p, ¢, fo, Fs, ® angewandt werden:

1
) X AGsneAWI=BRG[ayst o).
p=hsg 2
H E, o
3 (V' i 2ERIE BW(&)Z (qy/mg» --L) (178,120,174, 108)
=H n 2tm 1y oy
T T g 7) (121,122, 119
("m“) Vs g™ m e g 120, 175, 177)
13:4
3.2 1 1
(Hw ga 2x P4 xtaHy a 2) (173, 108,125, 121, 110)

4

(179) =Bx? g(H—}—Bx a? 7 H.

|

Ist fiir ein gegebenes Tripel @, b, 7 die A-Summe in (172) nicht
leer, so lauft £ iber ein Intervall (Hilfssatz 23), Zerlege ich dieses in
Teilintervalle H =<4 H’ mit (119), (173) und wende (179) an, so folgt

4 9 1
2E, 2 2
Z ( ) sinM=B.’c3g‘(X—-}—Bx4a27 X

4 2tm
x 9 =h=X
jdnnt
m=z % n
4 1 oL 1 _3 1
=Bx’gyx®+Bx'ua x%a *p ¢ (113)
1 uo_L_1
(180) =Bx"gr+Bx*a *p *y .
i 1 oo —5 o 2
Cul=Bx" >, L D 14Bxf D@t * D+
ab=xt Ab I a, b1 i
=2 vt
(172, 180, 104)
Sotem &t
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Hilfssatz 30:

1

18) &= D1 Ggp Dy Y 1

E\E=0 aten abg <

1
5 W =
x4 <=2 w2 +

he Z MEs pREs p2—E—E. gy 2rrig

£ mn
x 9 =hEx
—p
m>ZTn
3
182) =B xz )
=
Beweis: Fir m>2 % 5 ist r__. (88). Nach (181) ist also
1 .
(183) &;(x)= Z PERED G Z 1 Z 1
s = e g T
ity 2
2E, 2rm g
X ( ) sin ———2 .
5_2 2n
x % =hEx
—p
m>2 % n

Ich mache wieder die Annahmen (119) und (120), setze jetzt aber
tiberdies voraus, dass

v

(184) m>2 % n fir HSh=H

ist. Es sei # eine beliebige Zahl des Intervalls p=u=gq,

(185) filu)= __M F, () == n,2Es m,A—25
2' 1y
(186) o, =1 (0)
Dann gilt
(187) for =Bmu—omlrg V'8 (185 111, 109),
2" 1,2 2' 1,2
(188) £ ) = 27 ﬁg (187, 111).

9. Acta Arithmetica, II,
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Mit wachsendem z nimmt f3” () ab (188), da n, wichst (111).
Also ist

o, =f" (YSH"W=F"(p)=Bf (g =Bo, (186,188, 124).

1 .
F,/'(1) ist stetig und positiv (185, 111, 3); p q-——2~ sind ganz,

_1
, 2’
0=p<gq (120, 119), Also darf (116) auf die durch (120), (185), (186)
gegebenen p, ¢ fy, Fy, @5 angewandt werden:

— 1
(s Y Flsin (2 ) =BR W ¢/t ).
pER=q et
& £ 25, —_
qu B\ 2EMYE g lf_n_) (ql/ws-!——l:) (189, 120, 185,
fma \mj. 2n mg Vo, 108)

2E, L. 121, 122, 119
=Bx2(ﬂ’) (H‘{Bzgzﬂq (121, 122, 119,

3 R _1)
2 2 2 2
+n, ngy BT & 120, 186, 188)

mp

3

1 1 1
_—_Bxﬁ(HﬂaTgp 7 x : +xt (y A @‘T)(184,108, 126, 122,110)

9

4 9 9 ._L
(190) =Bx3 gyH-+Bx* +Bx* §2 ' H.

Ist fiir ein gegebenes Tripel @, b, 7 die A-Summe in (183) nicht leer,
so lauft & {iber ein Intervall (Hilfssatz 23). Zerlege ich dieses in Teilin-
tervalle H=h=FH' mit (119), (184) und wende (190} an, so folgt

%, 4
3 m‘(;n’}—) sing—“%=3xa gyX+Bx4 +Bx4@2 X

x7 ==X
ol
m>?2 n
S PO TS U SR SR 3
=Bx3% gyx? +Bxt -Bx*t §%1x? tp o4 (113)
u S Mo 11
(191) =Bx®gy+Bx* 4Bx*a *p 47
11
S o 1
sty AY peAtY Ly 2
a,psxt R abgxd R
R ézﬂ..,

icm

_ fmdu:
in
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11 oo
PIDNNCT 2 12 (183, 191, 104)
a,b=1 i
7>xt
3Ly 2 =R 5
=Bx? v 4 Bx P LBxT—BxT (3

Beweis von (VI): (91), (114), (118), (139), (154),

Beweis von (II): (VI) mit v=0 und (1).

(171), (182),

Beweis von (I): Zur Abkiirzung werde gdesetzt

1 364 5%
(192) A= —(Ctlog2m—1),p=="01t 2"
2( +log ), 52

fTo2 ®du =f7‘02 (wydu-+B
0 1

=f(rz(zu) ) du- f(TW (T(u )2)41;—]—3
(193)=f% du—zxj%‘ﬂdu+>ﬁx+
| T, (u]—-M-H Ty (2 )-|—T(”] ‘du—!—B,w

x 2 X . X v . 1
(194) le;,()u)du:quT?(u)du—[—zfﬂ:/fTZ(u]du=3pux—|—BxT
2 x? v
1 1 1

(11, 193).

1

¢(—”~)'+Bu“f @
n

1

+Z n

rlef—

dokar)

n=Vu

S Lfi(per s e

1 nsl/x n*
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1
== = RN T _ X | gyt )
(195) == —}—? p n—{—z n- n+ x? 5 +Bx 2)
n/l/x n’lfv
. X 2
f Ty () ——2 T _|_xHT (1) T(u] k‘a!u_——Bfu~ Slogudu=
1 1
R
(196) =Bx? (4, 192).
% 1
fmmm:(3(L+x+>‘2)x+3x7 (193—196)
V]
_[{Ctlog2m\® 2
) —(( A ) +32 >x+3x (192).

Hilfssatz 3L

(197) P,()=8T(x)—32T (%) ,
(198 Pla=4T(9—4T (S )+8T( )_3”(%),

(199) Pz(x]_.gT(x]-—zT( )+8T( ')"‘327(16)

Beweis: (197) ist Tu (106), (198) ist Ey (219), (199} ist Ev (220).
Beweis von (IH—(V):

(200) fpuz(u)du=zﬁv0(x]+zlzvo (%)—zuvz(»;i)ﬂ-B (197, 1),

(201) fPa(u)du — 2V, )42V, (—a> L2V, (»4«)_{_215 V“(z)

(gl el

BIpY V2<%)——2“ Vg(%)—I—B (198, 1),

icm
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2 [Prwde=2 Va2 o[ 32T

gl
~1—211V3<%)—2“V4< )+B (199, 1).

(Il) — (V) folgen aus (200)— (202) und (VI).
Radosé, den 1. Juli 1936.

(Eingegangen am 8, Juli 1936.)
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