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ACTA ARITHMETICA
XIX (1971)

Sur la représentation en somme de carrés des polynémes
i une mdetermlnee sur un corps de nombres algébriques

par

Y. Pourcnzr (Paris)

Dans [7] Landan démontre gue tout polyndéme défini positif & wane

.indéterminde sur le corps des nomhres rationnels est somme des carrés

de huit polyndémes sur ce corps. Je montre dans ce fravail que ce nombre
peut &tre ramené i cing (covollaire 4 du théoréme 2), sans d’aillenrs
pouvoir étre abaissé davantage (proposition 10).

Ce résultat n’était connuw jusqu’d présent que pour un polyndme de
degrd deux [8] ou guatre [5], [17]. On verra qu'il apparait comme cas
particulier d’un théoréme valable powr un corps de nombres algébriques
non nécessairement ordonnable (théoréme 2 et remarque 1). Dang une
publication nltérieure je montrerai, en préeisant le théoréme L, que le
théoréme 2 vaub en fait pour un corps arithmétique global de caractéri-
stique = 2, moyennant une hypothése Suplalélnentall'e towjours vérifice
en caractéristique zéro.

Une caractérisation des sommes de quatre carvés dans Q[X] est
ensuite donnée (proposition 10) et appliquée aux polyndmes cyclotomigues
(théordme 3): pour chacun (’eux, le nombre minimom des termes d’une
représentation en romme de carrés dans Q[X] esl déterminé.

Jé remercie vivement M, J.-P. Serre qui m’a signalé la proposition 5
et suggéré de nombreuges améliorations dans la rédaction de ce mémoire.

Je remercie également A. Plister qui, lors du réeent congrés de Nice,
m’a fait observer gue la portée dun théordme 2 et de ses corollaires 2 et 3
pouvait étre accrue grice & la proposition 8.

Notations et définitions. Dans toute la suite, K désignera, cn Pabsence
de précigions gupplémentaires, un corps de caractéristiqne £ 2. Soient
a, b, ce K¥, nous noterons [a, ], et [a, b, ¢ respectivement les formes
quadratigues

V4-aUi 40U ablU: et Uid4-aUi+-bUi+ab Ui+ cUL.

Pour tout polyndéme feK[X,,...,X.], deg(f) désignera son degré
total, avec la convention deg(0) = —eco ([9], p. 118) et, lorsque % = 1
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et f# 0, sgn(f) sera son coefficient directeur. En oufre, 8i | | est e valewr
absolue sur K et si f = Y ¢, X' ext un polyndme « K[ X], nous poserons
[

|f] = max|eg}.
i

Nous dirons quun polynfime fe K[X1—{0} est séparnble x'l est
premier avec sa dérivée ou, ce qui est équivalenf, si pour toute exten-
sion L de K, les facteurs premiers de f dans L[X] ont powr multiplicité
un. 8i K est de caractéristique zéro, pour que fe K [X]— {0} soit séparable
il fant et il suffit que ges factenrs premiers dang K[X] adent pour nulti-
plicité un.

Lorsque K est un corps ordonngd, nous dirons gne f(X, ..., X))
e K[ Xy, ..., X,] est défini poritif (vesp. défini négatit) si, quel que soit
(@1 eey ) e B o0 8 fli0g, .00y @) 2 0 (vesp. £ 0). De facon analogue,

“on & la notion de forme algébrique définie positive {ou définie négative)
sur tn H-espace vectoriel.

Enfin patr corps de nombres nous entendrons une extension finie

- du corps Q des rationnels, eb nous appellerons corps local un -coimpléts
d'un corps de nombres pour 'une de ges places ([12], § 1L D). Un corps
local archimédien est done identique & R ou €3 un corps local altrainé-
trique est une extengion finie d'un corps p-adique.

Préliminaires.

PROPOSITION 1. Une forme guadratigue réguliére sur K, qui roprésenlc
zéro dans 66 corps, représente, dans louwle K-algdbre, tout (’Z@m it e celle-cl:

C’est une extension immédiate d'un lemume classique ([12], 42; 10).

Prorosrrron &, Soit F(U,, ..., U))e K[U,, ..., U, ] un polyndme
homogéne de degré > 0 gui ne représente pas zéro dans K; alors I ne repré-
semte pas non plus zéro dans H(X), ¢f, pour {{X)e KIX] (1 <i<n) o
FX) = F(f{X), .oy ful X)), om @ - '

deg(f(X)) = (lew(ﬁ’) max deg(f,(X));

[
Xy #0, F veprésents sgn({f(X)) dans K.
" T suffit évidemment de prouver les denx dernidres assertions. Si

filX) =0 pour L<4<n, los denx membres sont égaux i ~- oo ]‘)‘nihquo
deg (F) > 0. Dansg le cay contraire, posons deg () == d et manr rlog (fi) ==

6 est un entier = 0; .soicnt f"‘(X) = XPf(1/X) et fi{ JX’ hhhhh X”f?,(l/.X
On a f*(X) = (fl Yy e, fl X )) les fi(X) sont des polynémes et les
F1(0) ne sont pas tous nulh, done f*(X) est un polyndme et f*(0) n’est
pas nul, par suite deg{f(X)) = ds et F représente sgn(f(X)) = f*(0)
dans K, q.e.d. ' :
PROPOSITION 3. Sozent a,be B* e fe K[X]—{0). Pour que [a,b]
représente [ dans Vanneaw K [X], i fout et i suffit que [a, b] représente

en outrs, si f(
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ser(f) dans I, o gue powr loul p premier « K[ X, factewr de T avec une
maultiplictté impaire, [a, b] représente zéro dans Vewtension K[XT/(p) de K.
La condition est nécessaire: Par hypothese il existe des f; ¢ K [X]
(L i< ) tels que f = 14 af3+ bfs - abfs; Capras les propositions 1 et 2,
[&, b] rep,résem'(, .wn( f ) dans K. Soit 4 un p.g.c.d. des fb et posons f = /%g,
fo=Ag; Q<o d) a@
g = 41+ agi -+ bgs -+ abgi.

Un facteur premier p de f, de multiplicité impaire, divise g sams diviger

tong les gy, d’onl la conclusion en passant an quotient K [X7/(p

La condition est sulfisante: Si [a, b] représente zéro (].d.]lh 'K
cela résulte de la proposition 1; dans 1(, cas contraive, coflsidérons l’algublc

iy —h
de gquaterniong ( J’f—) = K1 QEL@IFPRG ot 4% = —a, j2 = —b,
Ji = —ij ([12], § 57 A); la norme réduite Q’un élément w = u, 14yt

() == i oul - bud - abul, et s u et v sont deux 6l4-
ments de Palgdbre, on w N (uv) = N(u)N (v) = N(u)N{»). Il existe done
dans K[Uy, ..., Uy Vi, ..y V,] quatre formes hilinéaives B, (U, V)
(Lgi4d), B (‘*Lsmt la f(JI'le polcuze de [a, b] et By, By, B, des formes
alterndées, vérvifiang:

(1) (Ui+aUid-bUi+abU (Tf’fw}—a,VEvkag—}abVi)
= DU, V)L aBy(U, V) bBH{U, V)+abBi (U, V).

Comptle fenu de ceffic identité on peut se DLorner au cas olt f est
premier et sgn(f) = 1. Par hypothtse il existe dany K[X] des r;, (L <
& 4) non. tons nuly, de degré strictement inférieur & deg (f), et un polynéme g
tels que:

Fai g, tf est N

fo = ri+ ari-+ bri-r abrl.

Parmi les systémes (g, 7y, ..., r,) possédant ces propriétés, nous ,ezi CO1L81-
dérons un tol quo max deg(r,) soit wminimuw et nous allong montrer que
deg(g) est alors “:m;l4 Iyaprés la propogition 2 on a deg{f)-- deg(g)
m2n}@uxd,eg(r,¢), done g 40 ol deg(g) < deg(f). Boit 5, le reate de lu
divi;?g;itkeuulic\ljm].l')‘e de v, par g; il existe he K[X] vériliant
gl = 8| ash |- bsh |- absi .
On a (proposition 2) deg{g)- deg(h) == 211”_1,:1.xcLeg(si) < Zdeg(y), done
deg () < deg(g), et o
J@h s Biw, 8) - aBi(7, .s) +oBi(r, 8)- abBi(r, s),

ol l'on. & 1‘)0&(1 P o (P ey Ty) 00 8 == (81, ..., 8,). Les congruences 7 == g
(modyg) (L j<4) enu'amem By(r, s) = By(r, r) {(tmodg) pour 1< i< 4;
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on a done B;(r,s) ==0(modyg) (L<Ci<4) car B (r,r) = P ary - bk
+abr? et B(r,r) =0 pour 244 Posons B(r,s) = gt, e T[X]
(1 <gi<C4); comme g 0 on a

h == 4 aly - bts - abiy,
done 4y == ... ==, = (0, puisque

gmaxdeg (£) = deg{f)+ deg (k) < Zmaxdeg (1) == deg{f)-- deg(g);

ldeid Lozt

d’olt b = 0 et par suite {proposition 2) s; = 0 ef glr; pour 1L <0 i < 1, done
921, g|f ce qui, f-étant premier et deg(y) strictement intérieur & dog(f),
“lmplique deg{g) = 0. Cela étant, d’aprés la proposition 2, la fove [a, b)
représente sgn(fy) = sgu{fisgn{g) = sgn{g) = ¢ dans K, donc représente
aussi g7' = g/g¥ et par suite f = g1 fy daprés Lidentité (1), q.e.d.

Remarque. Oette démonstration, analogue 4 celle de Landat dany
[7], est la trangposition & Pannean K[X] de la démonstration donnde
par Kuoler do théoréme de Fermat—Lagrange établissant qu’un entier
rationnel poxitif est gommie des earrés de quatre enbiers {cf. e.g. [10], tone 1,
art. 153).

TLa proposition 3 vaut en fait & ow rewplace [a, b] par une forme
de Pfister (1, ¢)® ... ®(1, a,) de rang 2". On la démontre alors comme
dang [13], Satz 2, lemma en ubilisant Ia propriété multiplicative de cette
forme et un théoréme récent de J, W. 8, Cassels ([2] et [14], Satz 1).

Prorogrrron 4. Soient K wun corps de nombres, £ Densemble do ses
places, et (K)o lo famille de ses complétés; sotent a, b « ¥ et fe [ X]—
— {0}, Les propridtés suivantes sont équivalentes:

(1) [, D] représente f dans K[X],

(2) [a, b] représente f dans K,[X] pour toute pe L

(L) = (2): cdest clair. (2) = (1): solent p premier «K[X], factour
de f avec une multiplicité impaire etl _ IJ‘,, Pip une décomposition de p en
factewrs premiers dans K,[X]. La aa,r:uc}i:éristique de K ébant nulle, le
polyndme p est séparable; par suite le facteur prenier p, , de f dans K, [X]
a méme multiplicité que le factenr premier p de f dans K [X], done (propo-
sition 3) la forme [a, b] représento zéro dans J,LX]/(p;,) pour pe
et 1<Ci<ls,. Ces corps constituent la famille des complétés du corps
K [X]{(p) pour Pensemble de ses places. La forme [, b] représente done
zéro dang K[X1/(p) d'aprids le théoréme de Minkowski—Hasge ([12], 66: 1).
D’autre part [a, b] représente sgn(f) dans K, pour toute pe £2; cela résulte
de la proposition 1 i [a, b représente zéro dans K, et de la proposition 2
dans le cag contraire. D'aprés un corollaire du méme théoréme ([127, 66: 3),
[, b] représente sgn (f) dans &, Aot la conclugion d’aprés la proposition 3,
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PRrROVOSITION §. Sotent K ”fl‘ co s locol et 4, be K*, Ta forme [a, b]
représente zéro dans toute ewtension do degré pair de IT, et, si elle ne repre-
sente pas zdro dans IU, senlement dans ces extensions.

Si K = & on ¢, ¢’est clair. Supposons done que I ext ultramétrique.

by b

Iralgébre ( I{m‘)’ considdrée dans la démonstration de Ia Proposi-

tion 3, esti cgntraple simple ([12], B7:2); son invaviant de Haise et 1/2
ou 0 suivant que ¢’ext, on non, une algdhre i divigion; elle est done neutra-
lisée par toutes les extensions do degré pair de K d’aprés [15], chapitre
XITIL, proposttion 7, corollaire 1, et, si elle nlest pas neutre, seu]emeht
par celles-ci. Nous avong vu, an cours de la démonstration de la Propo-
sition 3, que [, ] représente la norme réduite de cobie algdhre dans 1a
base (1, 4, j, 47); notive asserbion résulte done de la proposition 57: 9 de [12].
PRrOPOSITION 6. Sodent K un corps de coractéristique = 2 ot a ybe K*,
. . ’ ' !

les propridiés swivantes somt éguivalentes:

(1) Ta, b] représente zéro dans I,

(2) [a, b] équivant tindairement dans K i la forme neutre U, T, + U,U,

(8) I forme quadratique aly-+bU5- abU? représente zéro dans K.

(Pest une partie de la proposition A7: 9 de [127.

Prorosurion T, Soient K un corps local et @, be K*. La forme [a, b]
représente lout dément de K* sauf si K =R et a >0, b >0 auguel cas
elle veprisente ot dément > 0 de R*, ‘

Cest clair si K = R ou (!; cela résulie des propogition 42 :11 et
63:1% de [12] si U exti ultramétrique.

PROPOSIIION 8. Sodent K um corps de nombres et Gyyoiey Gge K5 T1
existe 0, a, b el ce K* tels que les formes ola, U3 ... +a;, U%) et [a,b, ¢¥]
sotent lindoivement bquivalentes suy I

La forme a, U3+ ... +a; Uy, de dimension impaire, représente [ Min-
ko‘wslclx—]:I.zwxe) son, diseriminant § == ey ... a; dans K. Il existe done
nneé forme q‘uzu].““.n.i',lqnc: g o, U)e KT, ..., U] dont le diseriminamt
asti un carrd, telle que

a Ui oo a U5 ~ g (U, .., U+ 808,

le symbole ~ désignant 'équivalence lindaire sur K. Soit ¢ un élément

; i - -

de K™ représentd par ¢ dans K5 Ia forme gg représente o? donc 1 et zon

diserininant ost un carrd; par suwite, i existe a, be K" tels que og ~ [a, b].

Posons e = 9d8; on ) '
L Ul oo a5 U2) ~ 0q(Uy, ooy U) 46U o~ [a, b, e¥],

q.e.d.

Nous pouvons maintenant aborder lan démongtration du résultat
annoneé dang 'introduction,
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Etude locale.
TegtoriyEs 1. Soient K un corps local ¢t a, b, ce K*; soit fe K[X]—

— {0} séparable et de degré poir 2n. Lovsque K = R supposons en oulre que

() 81 a >0, b >0, ¢ >0 f est défini posilif,
(BY ¢ o >0, b >0, ¢ <O f west pas défini négatif et de degré impaire-
wment poir (4.6, n npeir),

Tl criste alors cing polyndmes fr, ..., foe H[X] tels que

(1) f = fi+ afs-- bfs+ abfi+ ofi,
(2) deg{f—efi) = 2,
3 pg.ed. (fu,fa fo fa =1,

‘abord que K est ultramétrigue.

1) Hi tous les facteurs premiers de f dans K[X] sont de degré pair,
soit g Tun d'eux; [e, h] représente zéro dans K[X]/(p) (proposition 3)
el sgn (f) dans I (proposition 7) done [a, 8] représente f dans K [X] (pro-
position 3). Notre assertion en résulbe dans le cas envisagéd, car si des
fie KIX] (1< 4 B) vérifiont (1) et si f; = 0, alors (2) est trivial et la
géparabilité de fimplique (3).

2) 8i f o un facteur premier de degré impair, on a # > 0, et f, étant
de degré pair S, a un tel factour de degré = n.

Supposons en premier lien que ¢ = ~1. Le théoréine résultera, dans
ce cas, de Lexistence d’un polyndie g de degré u, ne divisant pas f, tel
que la congruence

I, Supposons

f = au?-bo?4 abw?* (nodg)

ait unoe solution (m,n,w) dany K[X]. Hn effet d’une felle solution on
déanit Pexigtence de }mlynnmes Fus fa, fu mon tous nuls, de degreé <m,
ot h de degré n, tely que f e afs-- b3 abfi--gh, oun encore, pour toutb

Ae K
3| »1]. 2
f——(””j ”) - af 03 b (M ' »’)-

Lex polyndnes fas Toy fa Dlont gniun nombre fini de facteurs premiers
commung; 8oit p Pun Qeux. 11 ne pent diviser & Ly foiy ¢ et b car p* ne
chvme w.q f, on & done

M- + A ‘h

w1 O (modp
5 (tnodp)

- AR

pour au plug denx A< K. On u do méme deg ( R ) o PouUr an
’ ]

plug deux. Ae K*. Le corps K étant infini, il existe done 4 tel que, & on
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A+ AR J{g AR
poss f; = Ty T olos f (104 < B) vérifient les asser-

tions (1), (2), (3) du théordme.

Pour démontrer Vexistence de g, distinguons trois } BHes .
Tone au woing est vérifide par f: » Bren ¢ Hpohises, dont

a) 2 est pair > 0; soit ¢ i’ polynome premier de degré n, n¢ divisant
pas f (il en existe une infinité, définissant par exemple Pextension de K
non ramifiée de degré x). On peut prendre g== ¢ car la forme a7 bV2 |
- ab W représente zéro dans K [X]/(¢) (propositions 5 et 6i). done tout
éldment de co corps (proposition 1).

b} f & vn factour de degré n; f dtant séparable, pour un &« B agsez
voisin do 0, f—af* a aussi un factenr de degré » (cf. e.g. [1], chap. 6,
§ 8, exercice 12, c), lequel posséde les propriétés requises pour g.

¢) o est Tmpair eb f a un facteur premier p de degré impair << n;
goit g¢ K {X] premier ne divisant pas f et de degré n—deg(p) pair > 0.
T congruence f = au*-bv?+abw? est soluble (modp) trivialement et
-(modg) clfa.preh le méme argument qn’en a) donc (modpg); on peut pren-
dre ¢ = pg, ¢6 qui achéve la démongtration lor.sque g = —1.

Le cay genéral w'en dédnit: posons f = (—¢™)f; nouns venons de
prouver (u’il existe des f; « K[X] (1 <i<8) Lels que

J;zﬁ-l-ﬂf%-l“bﬁf—k-abﬁm%,
ileg (f+f2) = 2n,
(ﬁ:fﬁ:.ﬂ;ﬂ) =1,

ID’autre part il existe aussi (proposition 7) y = (y, .
—¢ = i ayi 4 byl 4 abyi. Dans Pidentité

ooy yoye B* vérifiant |

i+ ayi-t bys -+ abyi) (Vi+aVi+bVi-+abViy
= Bi(y, V)-+aBj(y, V)+bB3{y, V)+ abBi(y, V)

Ia comparaison des digeriminants des deux membres, considéréds comme

Aormes quadratiques en 7, moutre que, commie —e 5 0, les formes liné-

aives By (y, Ve K[V, ..., V,] sont indépendantes. Elles définissent done
un, antomorpldsine du K [X]-module (K[X])* qui transforme 1’élément
primitit f* = (f,, ..., F,) de ce module en (Bolys Iy vy Buly, f*)) lequel
est done primitif, Poqom fi = By, fHypour L <i<g zL ot fy = f5; alors
lex f; vérifient les assertions (1}, (2), (3) du théordme.

II. Supposons maintenant gue K est archimédien. Si [a, b]
représente zéro dans K, cette forme représente f dans K [ X7 (proposition 1)
at on conclut comme en T.1). Supposons done que & =Retg =G, b > 0;

Jes donndes vérifient alory l*une an moing des trois hypothéses suivantes: .
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a) faun facteur de degré o dans B[X] et ¢ st négatif. Comnme [a, b7
représente —e (proposition 7) on se raméne, de méme qu'en I, an cas ol
¢ = —1; on peut {aillenrs, pour cela, remarquer plus shmplenient que
—c¢e R Le raisonnement fait en 1.2)-b), indépendant de 1’hypothése
initiale dn § 2, vant alors identiquement iei.

b) ¢ > 0; dans ce cad f, défind positif et séparvable par hypothese, est
un produit de facteurs premiers de degré dewx et sgn(f) est positif. La
conclusion résulte de la méme argumentation qulen, 1.1),

o) fn'apas de factenr de degré « dang RX]. On voit immddiatement
que n esh impair et gue tous les facteurs premiers de f sont de degré deux.
Supmosons que sen(f) soit négntif; fest alors défini négatif ot de degré
ingpairement pair. L’hypothése (8) entraine que ¢ est positif et (o) implique
alors que foest défini positif d’oll tne contradiction puisque f % 0. Done
sgn(f) =0 et on conclub comme en b) achevant ainsi 1a dédmonstration
du théoréme 1.

Remarque. Les hypothiéses («) et {B) sont néeessaires. Plus préci-
sément, (1) implique {x): ¢’est clairy (1) et (2) impliquent (B): supposons
en etfet quexistent a > 0, b > 0, ¢ < 0 dans R", f séparable, défini négatit
ot de degré 2n impaireiment pair; dans R[X], entin des fie RLA] (L <4 < B)
véritiant (1) et (2), 11 existe o', b, ¢’ ¢ R* tels que @ = o', b = b2, —¢
== POSONS g1 = f1, g = @ fey gao= DSy, ga = @'V g5 = dfy,
o1 A :

J=g+utatg—g et  deg(f+g) =2n,

done  (proposition 2) maxdeg(g,) =mn, par exemple deg(g,) =un, ot
) 1eie

deg(g;) < n. L'un au moing des polynémes g;-- g est de degré = impair

ot posgéde done une racine réells 0 qui vérifie '

J(8) = g (6)+ g5 (0)+ g3 ().

Lo premier membre ost << 0, le seeond = 0, done f(0) == 0; f ¢tant xépa-
rable on a f(9) 54 0 eb f change de signe en 0 ce qui contredit Phypothtse
qua foedt défind ndgatil,

DrorosTrron 9. Solent fi,y ..., fy fatisfaisant win assertions do théordme 1,
el | | 1ne valewr absolue définissant Lo topologie de K5 il existe alers 9 >0
el gue, powr tout polynome ge KX wévifiant dog(g)=.n e |g--f5 < n,
le polynome f--eqt soit de degré D el soit veprésentd par e, ] dens
KX '

Soient «; (174 < 8) lew racines distinetes du polynome f-—of; dans

una ¢ldture algdbrvique K de K. Le prolongoment unique 3 JC de la valenr

absolue considdérde sur A étante encore notéd | |, soit 6 = inl |a— .
1 B
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Compte fenu d'un lemme clagsique sur Papproximation des racines d’un
polyndme dans un corps valué algébriguement clos (cf, e.g. [1], chap. 6,
§ 8, exercice 12, a), il existe 5 >0 tel que les inégalités deg(g) < n et
lg—f5] < % hapliquent deg(f-—-og?) = 2n et, pour toute racine § de f— eg?
dansg f{, Pexistence d’un indice ¢ (1< ¢<¢) vérifiant |§— oy < 3. La
caractdristique de K étant nulle, o, est séparable sur XK ; Pinégalité préecé-
dente entraine done K (¢;) = K (#) A’aprés le lemmme de Krasner (cf. ibid. b)
qui vaut mussi, trivialement, dans le cas archimédien. Le polynéme mi-
nimal de a; sur K divise f—¢f? sans diviser tous les fi, ..., fi puisque
ceux-cl sont preiniers entre eux; done [a, d] représente zéro dans K (o)
et par sunite dans K (f) pour toute racine f# de f—cy® dans K. On peut
choigit % >0 tel qu'en ouwtre sgn(f— cg?)fsgn(f— ofi)e K™, done (pro-
positions 1 et %) que [a, b] veprésente sgn(f— cg¥) dans I; # répond alors
4 la question (proposition 3). '

Fiude globale.

THBOREME 2. Svient K un corps de nombres et a, b, ceK™; soit fe K [ X ]—
-~ {0} de degré pair 2n. Pour loule relation dordre sur K supposons que

{a) 8t & >0, b >0, ¢ =0, f est défini positif,

B) sia>0,b>0,c<0,fnest pas défini négatif et de degré impaire-
dnent pair.

Il existe alovs cing polyndmes o, ..., foe K[ X] tels que

(1) f = fi+afi+bf3+ abfi+of,
(2) deg (f—of3) = 2n.

IT gufiit évidenument de démontrer le théoréme lorsque f est sépa-
rable. Soient @ Pensemble des places de K et 7' Vensemble fini des pe 2
telles que [a, b] ne représente pas zéro dans K. 8i 1 est vide, [a, b] repré-
sente zéro dans K. (Minkowski-Hasse) done (proposition 1) représente f
dans K[ X7, Qol le résultat avee f5 = 0. 8i T n'est pas vide, soient, pour
toute pe I, f; e K [XT (L4 b) vérifiant les assertions (1)}, (2) et (3)
du théordme 1, | |, une valear absolue définissant la topologie de X,
entin 5, > 0. ayant la propriété énoncée dans la proposition. 9. Comme
deg (f; ,) < m d’aprés (2), le théoréme d’approximatiop. faible ([12], 11 : 8)
entraine lexistence de fie K{X] tel que deg(fs)<n eb [fi—Ffou <
pour toute pe 7, Le polynime f—cf: est done de degré 2n puisque T+ @
et il est veprésentd par [e, b] dans K, [X] pour foute pe< T, done pour
toute pe @ (proposition L), D’aprés la proposition 4, f—ef7 est dono repré-
senté par [a, b] dang K [X], g.e.d.

Remarques. 1) Lorsgue la forme [a, b, ¢*] représente zéro dans K,
ce qui est tonjours le cas (Minkowski—Iasse) si K n’est pas formellement

Acta Arithmeiica XIX. 7
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réel, Ia propriété (2) constitue, compte tenu de la proposition 1, Vessentiel
du théoréme.

2) Lorsque [o, b, ¢'] ne représente pas zére, (1) impligne max (1eo~( )

1=ide

= 5 (proposition 2).

3) Lorsque [a, b] ne représente pas zéro, (2) équivant & max deg (f;) =«

1sidand
{proposition 2) et impligue max deg(f;) = n.
fES ]

£) Lorsque [&, d] représente zéro, il existe en l'a.lt des f,, e KTX)

(1< i< 4) vérifiant
(19 I =fitafi+ bfﬁ--l— abfis
{29 max deg (f;) = #.

Laniid
En effet, d’aprés la proposition 6, il existe quatre formes lindaives L, (1), ..
vy (e KLU, ..., U,] telles que

LU+ al{(U)- 0L U) - ad L (T) = U, U, + U, U,

Soient g, ¢ K [X] un polyndéme arbitraire de degré »n, et ¢,, ¢; respectivement
le quotient ef la reste de la division euclidienne de f par g,; on a des(g,) < n
et deg(g.) = n. Posons f; = L;(g1, 9a, 0s, 1) pour 1 < 4 < 45 leg f; vérifient
(1’ et Dinégalité maxdeg(f;) < », done anggi (27, q.e.d.

1 tsnd
CororrATRE 1. Svient K wn corps de nombres el 0y, ..., age I*; soit
fe K[X]— {0} de degré pair 2n. Pour toute relation dordre o sur K, désignons
por v, le nomdre des a, (1 < < B) qui sont négatifs e supposons gue
(o) 80 v, = O (vesp. », = B), f est défini positif {resp. défini négalif),
(B) 8@ », =1 (vesp. v, == 4), [ n'est pas défini négatif (wéf'p. défing
positif) et de degré impairement pair. :

Il existe alors cing polynomes fr, ..., fye K[.X1 tels que

{1) f=afi+ “zfg‘l'“afi‘l‘%ﬁ“!.‘ a5 3,
(2) max deg (f;) = n.

. pE 2hd

Draprés ka proposition, 8 il existe o, @, b, ce I et ¢ing formes linéaives

LUy, oo, Ig(UYe K{U,, .00, Ug] V(‘uhm

ola, XU+ ... + (TG5L5(U)) = PR g T b TR - ab UL o172
On voit aisément, & Paide de la loi d*inertie de Sylvoster, que les éléments
a,b,ce K" ot le polyndme g == of satisfont anx hypothéses («) et (f) du

thé()réme 2. Compte tenu des remargues 3) et l), il exigte done g4, ..y g
e K[X] tels que g =gl ag-+bgi+ abgm-l- e et maxdeg(g,) = m.

pEow
Posons f; = Llgy, ..., g5) pour 1 <4< 5; les f; véritient (1) et I'indgalité
max deg(f,) < n, done aussi- (2).
135
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('OROLLAIRE 2 Sowm K un corps de nombres et @y, ..., aze K ; soit I
une forme alg J@bmque non nulle, de degré poir 2it, sur un K-espace vecloriel
B de dimension 2. Pour toute velation dordre w sur K designons par v, le
nombre des a; (1 <4< B) qué sont négatifs et supposons que

(a) 8t v, =1 (resp. v, = d), F est définie posilive (vesp. définie néga-
tive),

- (B) si v, =1 (resp. v, == 1), I nlest pas définie négative (resp. définie
positive) et de degré impairement pair.

Il swiste alors cing formes algébriques Fy, ..., By sur B tellos que

¥ = “1F%+%Fg+a3y§+“4 fi”i‘“ﬁslﬂg;
deg(F;) =

=

ou I, =0 wpouwr 1<KLi<<B,

=)
=

F n*étant pas nulle, est représentée dans une base convenable de B
par un polynéme hotnogéne, de degré 2n, f(X, Y)e K[X, Y] tel que
fi1,0) == 0.Le polynéme g(X) = f(X, 1), de degré 2=, vérilie lex hypo-
théses du corollaire 1; il existe done, dans K[X], des polyndmes g, (X)
(1 <4< B) tels que g = G971+ @03+ Ay g3+ .00+ 6,95 et maxdeg(yg,) = n.

. i3
Posons fi(X, ¥) = ¥g,(X/Y) pour 1< i< 5; les f; sont des polyndimes
homogénes nuls ouw de degré », qui définissent dans la bage considérée
des formes F, {1 < i < B) véritiant (1) et (2).

CoroLLATRE 3. Soient K un corps de nombres et ay, ..., G5e K*; soit
fe KTX]— {0} de degré impair Zn+1. Supposons que o, ..., a5 ne sond
tous de méme signe pouwr avcune relation ordre sur K. Il ewiste alors cing
polynémes fi, ..., foe K[X] tels que

(1) [= @1f2+a’zf§+“sf§+a'4fi+“5f§:
(2) maxdeg (f;) = cm—]—l
115

Quelle que soit la relation d’ordre sur K, le polyndéme hoimogéne non,
nul g(X, ¥) = T2 f(X]Y), de degrd pair 2n-+ 2, n’est ni défini positif,
ni défini négatif, puisque le polyndéme ¢(X, 1) = F(X), étant de degré
impair, change de signe dans K.

Le corcllaive 2, interprété dans la base canonique de KH? entraine
Uexigtence de cing polyndmes homogénes ¢, ..., ¢se K[X, ¥] tels que

g(X, ¥) = a1+ ... +aggs

et
deg(g) =n+1 ou g, =10
Posons f;(X) = ¢,(X, 1); les f, vérifient (1) ainsi que les inégaiités deg f, (X)
< degg (&, ¥)scnt1; ils vérifient done ausst (2) puisque (1) impligne

deg(f).

pour 1 <i<b.

2 max cleg (fy) =
I
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Remarque. L'hypothése soncernant ay, ..., a; ¢quivaut (Minkowslki-
Hasse) an fait que a, I ... 4o, UL représente zéro dans I; intérd
du corollaire réside done (proposition 1) dans la propriété (2). Cette hypo-
thése est nécessaire; en effet, si a, U4 ... +a; UF ne reprdsente pas zéro
dang K, (1) implique {proposition 2) que deg r{f) == 2111:1,)\(]00 (i) qui et

Dair, .

COROLLAIRL 4. Pour tout polynome fe Q& défini positif, #1 eriste

cing polynomes fy, ..., f5e QX tels que
f=f+hR4 A

Bi f =0 ¢'est clair; dans le eas confraive f est néeessairement da
degré pair, et il suffit d'appliqguer le théoréme 2 avee N = @ ot a _,b
=¢ =1,

On ne peut abaisser le nombre des caxrds dang ceb énoned; ainsi pour
quef ==, X2+ ¢; X 4- ¢, Q[ X]—{0} soit somine de quatre carrés dans @ [ X7,
il fant et il sutfit que de, 02—c§ soit donme de frois carrdés dans € et gue
sgn(f) > 0 [111. Plus géndralenient:

Prorosrrion 10. Sodt

fe QX ] {0}
les propridlés swiventes sont éguivalentes:
(1 [ est somme de qualre carvés dans Q[X].
Al

(2) sgn(fi =0 e, pour foul facteur premior p de f de multiplicité im-
paire, 1 est somme de devw carvés dams le corps Q1X]/{p).

“(3) 1 est défind positif of, dans Q,[ X, ses facteurs premiers de multiplioité

impaire sont de degré poir. ‘

I’équivalence de (1} ot (2) résulte des propositions 3 et 6 et du fait
gue tout nombre rationnel >0 est sonune de quatre carrés.

(1) = (3) QLaprés lea propogitions 3 ot
pas zéro dans Q,.

(3) = (1): en effet, f est alorg (propositions 3, 5 e 7) souune de quatre
carrés dans R[XT] ef dans @,[ X3, done (proposition 1) dans €, [ X7 pour
tout pe {2 3,0, .0y 0o} puisque [1, 1] représente zéro dans €2, lorsque p
est fini et == 2; par \um, (proposition 1) f est womine de quatre corrés
dang QiX].

En ce qui concerne les sommes de deux CAFTOR TONS avong I

ProvosrrioN 11, Seiend ae K* ot fe K[ X]—{0%. Pour que la forme
Us+alUz veprésente f dams KX, il fout ot il suffit quelle roprésente
sgn(f) dems K, et que pour tout p premier « K[ X7, factewr de f avee une
multiplicité impaire, Veatension K[X1{(p) de K contienne K (v ifé[)‘

5 opulsque [1, 1] ne représente
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Cetite proposition, analogue & la proposition 3, peut se démontrer
de la méuie fagon & Paide de Pidentitd

(U?+@U§) (V‘i“l‘“Vg) == (U1V1+C'3Uzvz)2"+"

Pour prouver que f premier e K[X71, tel que sgn(f) =L et que
=K{X]/(f)> F = K{Y -0}, esl veprésenté par Ui+ aU2 dans K [X],
on peut ausal, en se hornant (proposition 1) au cas ol cette forme ne repré-
sente pas zéro dans X7, 1'(,111(1,1’(11101 plos simplement que, si 0 désigne 'image

de X dans B = K[XI/(f), &

f(l) - "AF(\ /A{_\)( X— 0) = NI.'( \){1\(\)(2\ Fi( 3
cf, [4], lemume 2,

U, V,—U, V)" .

i (X — 0))

Applcation aux polyndmes cyclotomiques. Nous allons étudier,
a I'aide des propositions 10 et 11, la représentation des polyndwmes cyelo-
tomiques en somme de carrés dans @[X]. Nous noterons @, (X) le n-iénme
polyndme eyclotomigue.,

Solent A un annean el m un entier > 0; nous éerirons pour abréger,
comme A. Pfister, que a= [m| ou bien que @ est [m (resp. a = |m|oua n'est
pas m’) dans 4, siae A ext (vesp. west pas) somme des carrés de m éléments
de A,

Solent p et ge l premiers entre eux et soit fe N; nous dirons que
g est d’ordre f(modp) si Pimage de ¢ dank le groupe (Z/ ) ext Qordre f.

Turorkyzs 3, 1) & = 1 ou 2, @, (X) n'est pas somme de carrés dans
QX1

2) 8i w>>2, ©,(X) ost B et wlest pas [1] dans QIX].

3) Pour que ¥, (X) soit 2, dans Q[X], il faut et il suffit que L|n.

4y 8@ 4tn, @,(X) n’est pas 13| dans QLX], ot pour qu'il soit [4] dans
cet anmneau, il fouwt ot 41 suffil g@mﬁ ait wn factewr premier P = 2 tel que &

_sott Aovdre pair (modp).

1) Clest clair })lllb(]_llb B (X)) =X—1 et D(X) = X1 sont de

-degré impair.

2) 8i m > 2, le corps Q[X)/(®, (X)), qui contient les racines n-iémes
de Punité, n’est pas orflon,nable, (10110 @ (X) n’a aucune racine réelle et
il est par suite défini positif puisque sgn(P, (X)) =1 >0. D'apres le
corollaire 4 du théordme 2, @, (X) est donc b dans Q[X]. D’aufre part,
il n’est pas ‘1| dans cet apnean puisqu'il est séparable (en fait presier
dang QTXT).

3) Compte tenn de sgn (9, (X)) =1, pour que $,(X) soit.{2| dans
Q[X], il faut et il suffit (proposition 11) que Q[X]/{®, (X)) contienne
QY —1) = Q[XV/(P,(X)) ee qui, comme on le voit aisément, équivaut
& 4|n. :
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1) Supposons enfin que 44n. Si » est un enlier impair, on a @,, (X)
= @,(—X) (cf. e.g. [9], p. 206); il suffit done de démeontrer 4) lorsque »
ext impair > 1. Soit alors

" = g 1 Pt (my ey oy 1)
1
la décomposition de n en facteurs premiers.

Posons g == [{ p, e démontrons d’abord que P,(2) #|3]
Leidsls

Soit Z, « Q le localisé de Z pour Pidéal 27, et soit U, = Zy. Pouwr tout

diviseur d de g on a 27— 1e U,; 81 d 5 1, on a en outre 2% 1 =a —1 dang

le groupe U7, modulo le sous-groupe 1 -|- 8Z,, car d = 3 ‘puimjuc 4 { 1) mpa,ir

Compte tenu des égalités 3 u(gld) = —ulg) ob ply) =
e, d=>1
la fonction de Miobius, on obtient, dans U, wodulo 1--8%,,

0,2y =[] @' =1y = (—
L dlg
et par yuite, dans lannean #, @,(2) = —1(mod8); done &,(2) + !“37"‘
dans @.

TYaprés [167, @,(2) n’est pas non plus 3| dans Vextension @ (
définie par 07 = 2, puisque [Q(0): O] = n/y
impaiy. La premiére assertion de 4) en résulbe car d’une part on a ([9],
p. 206, formule 2)

B, (8) = B, (0°1) == ,(2)

dans Q.

— Ly e

9) de @

3! da;ila' 0 ()

et ’autre part une relation @, (X) = £1(X) -+ FH{I)+F3(X) ol f;(X) e Q[ X

(1 <4< 3) impliguerait
@y (0) = f1{O)+-F2(0)+£3(0) =18]  dans Q(6).
Soit maintenant f Yordre de 2(modn); les facteurs premiers de @, (X)

dang Q,[X] sont de degrd £ ([3], p. 87, lemme 4) et de multiplicité 1. Soit
fi (1 i<s) Pordre de 2(1110(1;11‘-‘!); on

=[] i)

done f = p.p.c.m. (fi)lmﬁ,; Q’autre part, comme p; 2, f; est lo pro-
duit de Dordre de 2(modp,) et d’une puissance de p,. Ta deuxidme asser-
tion de 4) résulte alors dle Ja proposition L0 et le théordme 3 est ddmontré.

Soit K, = Q[X]/{®,( X)) le corps des racines n-ibmes de luniti
sur @; soit 8, le plus petit des enticrs me NV tels que —1 = w| dapg I,
il existe de tels entiers, et posons 8, = co dans le eag contraire; S, est
Pindex de Plister de K, (cf. [14]). On a (Minkowski-Hasse) 8, == co ou
S, < 4, done 8, = 1,2, 4 ou co. Les résultats précédents nous permottent

(L9, p. 221, th. 16) est
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de déterminer §, pour tout # (*). En effet, du théoréme 3 et des propo-
sitions 3 et 11, on déduit immédiatement la

Prorvosiron 12, 1) 8in

N Sin>2 onal, =12 o0u4d

3) Pour que S, = 1, i faut et 4l suffit que din.

4) Pour que 8, = 2, il foul e il suffit que 14n el que n aif un foeteur
prewmier p = 2 tel que 2 soit dordre pair (mod p).

=1ou 8, on e, = co.

Cette proposition peut d’ailleurs &tre obtenue plus directement & P'aide
du théoréme de Minkowski—-Hasse et de la proposition 5.

Nous compléterons le théoréme 3 et la proposition 12 par la

PROPOSITION 13. Soit p un nombre premier. § p = —1(mod8), 2 est
Lordre impatr (modp); si p = £3(mod8), 2 est dordre pair. Quant aus
p = 1{modR), il en existe une infinité tels que 2 soit dordre pair (modp)
of aussi une infinité tels que 2 soit dordre impair; ces deuw ensembles de
nombres pramiers ont chacun une densilé, égole respectivement ¢ 5 /24 of 1./24,

Les deux preniéres assertions résultent immédiatement de la. eon-
grueree

glo-12 (—

1)(112 modp), p 2.

La dernidrve, due b IHasse, edt une conséguence dn

LevMe (Hasse [61). Soit t un éntier = 8. Les mombres premiers p tels
que 2Yp—1 el que 2 soit ’ordre impair (modp), ont une densité qui est 1/2%72,

On en déduit en effet que la densité inférieure (%) des p == 1 (mod8§)
tels que 2 soit d’ordre impair {modp) ext

1

2¥-1 7 94"

Dautre part, les p tels que 9Yp~1 ont une densité qui est
A 1
A

par suite, la densité inférieure dex p ==
pair {(modp), est

1{mod8) tels que 2 soit d'ordre

(1) Des résultats particle ont &4 obtonus par P. ot 5. Chowla dans deux notos
paraes au J. of Number Theory (1(1989), p. 208-210; 2(1970), p. 271-272).
(%) ie. lim P(x)loge/z, oh P désigne la fonction énumératrice de l'ensemble
£—0q o
de nombres promiers considérés.
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Comme 1/4 est la densit¢ desp = 1(mod8), on voit que les p == 1(mod#)
tels que 2 soit (modp) d’ordre impair (resp. pair) ont une densité qui est
1/24 (vesp. 5/24), q.e.d.

[1]
(2]

(3]
[4]

[5]

[4]

7] .

[8]

(8]
(10]
(1]

[12]
[18]
147
(151
[16]
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