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INTRODUCTION

Ce travail, consacré & I'étude des problémes de répartition, comprend
en fait, deux parties.

Les quatre premiers chapitres traitent de la répartition dans R.
Le chapitre I introduit et caractérise 1a notion de (4, A')-répartition (mod1).
Dans le chapitre IT, on définit Péquirépartition (mod 0), 'équirépartition
(mod co) et I’équirépartition en moyenne (modl). Dang le chapitre IIT1;
on construit certaines familles de suites réelles admettant une méme
répartition (mod1l), et on caractérise les familles de suites équiréparties
(modl) obtenues par ce procédé. Le chapitre IV introduit et caractérise
la notion de répartition (modl) continue et périodique relativement
4 une fonction de répartition donnée sur [0, 1].
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296 J. Chauvineau
Les quatre derniers chapitres concernent, non pas uniquement, mais
principalement la répartition dans Q. Dans le chapitre V, on étudie les
isométries dans une extension algébrique finie I de Q,, et on caractérise
quelques classes d’isométries dans @,; les applications isométriques ou
homométriques obtenues dans Q, fournissent des exemples de suites
trés bien réparties ou équiréparties dans des compacts réguliers de Q,.
Le chapitre VI .étend ajnx suites des.parties gntidres, dont on: donne d’abord
une définition généralisée dans R et dans Q,, le théoréme métrique de
Koksma concernant I’équirépartition (modl). Le chapitre VII introduit
et caractérise la notion de C-équirépartition (mod1) dans Q,,; on en déduit
des conditions suffisantes, qu’on appligue & certaines classes de fonctions
p-adigues. Bnfin, dans le chapitre VIII, on étudie d’une maniére générale
I’ vépartition ‘des snites entidres p-adiques, & partir des fonctions de
répartition dans Z, et des fonctions densité de répartition dans Z,.
Certains de ces résultats ont été annoncés dans [4], [61, [7], [8], [9].

CHAPITRE I
(4, V')-REPARTITION MODULO 1 DANS R

- 1L Notanons. N aésigne lensemble {1,2, 3, ...} des entiers naturels,
VA l’anneau des entiers rationnels, Q le corps des rationnels, R le corps
des réels, C le corps des complexes, T le cercle unité. La valenr absolue
ordinaire est.notée | |. Si H, #F sout deux ensembles, on pose ENF =
= {zeB| 2 ¢ F}. On désigne par yy la fonction earactéristique d*un ensemble
E; lorsque 0cR, on pose B* = EN{0}. Si E = R, ot Iinclusion figurée
g'entend au sens large, on désigne par E* lensemble des éléments > 0
de F; en particulier Z+ = NuU{0}. Dans R, linfini positif est noté oo.
Tout ¢teR admet une décomposition unique
t=[t]4+ ¢ o .[ileZ, {del0,1].
(2] et <t> sont dits respectivement partie entiére et partie fractionnaire
de..t.
Dans les ehapltres I, II et IV, la suite (%,)noy démgne une guite de R.
Sii B = [0,1[ et 8i NeN, on désigne par (N, B), le nombre des n tels
qulon ait. 1 <n < N et (x> eB; dans cette notation, la letre @ sera cou-
ramment sous:entendue, Si B = [a, b[, ot 0 < a < b <1, on pose (N, B),
=N, a,.b),. )
A DEFINITIDN 1. Sur tout sous- mtelva,lle [a,b[ de [0,1[, 0l << b,
la Smte (mn) a,dmet une denmté moyenne inférieure de répartition (modl)

(¥, a, by
p—aN¥

g*(m @, b) = limihf 21~

Nosoo-

m@
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eb une densité moyenne supérieure de répartition (mod1l)

o (@, a, D) = limsup — (&,
Nesoo (b—

a, b)
a)_N’

notations dans lesquelles la lettre = sera coumramment sous-entendue.
Soit un couple réel (4, A') tel quon ait 0 < 1< 1< 4. La suite (2,)

sera dite (4, A')-répartie [(A, 2')-r.] (mod1) si, pour tout couple réel (a, b)
tel que 0<<ao <bh<1, ona

&) ox(a,0) =1 et o*a,b) <2

8i la premiére seulement de ces deux conditions est vérifide, 1a suite
(a) sera dite (4, co)-répartie [(A, co)-r.] (modl).

8i la deuxiéme seulement de ces deux conditions est vér ifide, la suite

(wa) sera dite (0, A')-répartie [(0, A')-2.] (mod1).
3. Premier critére de (A, 1')-répartition (modl). Soit (T, R") la
classe des fonctions & valeurs véelles > 0 continues sur T. On 2 le

CRIrBRE 1. Pour que suite (m,) soit (1, co)-r.(mod1), 4 faut et il suffit
que, pour toute fe€ (T, RY), on ait

1
P |
@) limint — 2 F({@d) > A f F()
N=roo 1< N [
Nécessité. Partageons [0,1[ en intervalles égaux [ay, bxl, ol
k=1,...,» et soit my la borne inférieure de f sur [a, bx[. On a pour
#n=1,...,N:

FKa 3) > Z MYy, bu((mn»

I<k<y
Sommant de 1 & N, en remarquant que Yrapby (<) = (N, agy by,
I<ngN
on obtient
1 | N, ax, b
5 2 F(Kany) = 2 iy 2 %2 D) + B,

1N 1<k
Quand N — oo, la limite inférieure du premier membre est an moins
égale & celle du second, qui est elle-méme au moing égale &

= A
1<y

(N, ag, bz)
—’—j’;i i (b — i)

E mylim inf

"
155y Nesoo

1

enfin cette dernidre quantité, quand » — oo, tend vers i f f(t)dt, de sorte
0

qu'on a (2).
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Suffisance. Soit 0 << a < b<<1; il existe une suite de fonctions
Iy de €(T, R*) qui minorent w5 sur T et dont Pintégrale sur [0,1] tend
vers

1
[ V(Wi = b—a
0

quand k¥ — co. On a pour n =1,..., N:
Wa,bp ($Bnd) 2 1 (<8ad)
d’otl, comme précédemment, en sommant de 1 & N:
(N,a,b) 1

._____.2__

- D) W)

N
Quand N —> oo, la limite inférieure du premier membre est au moins
égale & celle du second, elle-méme au moins égale &

1
A [ h(yat;
0

puisque cette derniére quantité, quand k — oo, tend vers A(b—a), la
premiére condition (1) est satisfaite.
Un argument analogue donne le
CRITERE 1'. Pour que la suile (2,) soit (0, A')—r.(modl), i faut et
il suffit que, pour toute f<# (T, R*), on ait
- - 1

Fléand) <X f F(t)dt.

<N 0

@) =

1
limsup —
N-co
Lensemble des conditions (2) et (2") fournit done nn premier critére
de (4, 4')-répartition (modl).

Remarque. Il est facile de s'assurer que ces conditions (2) et (2')
restent nécessaires et suffisantes lorsqu’elles sont vérifiées pour toute
fe £ (T, RT), out (T, RT) désigne la clagse des fonctions & valeurs réelles
> 0 intégrables au sens de Riemann sur 7.

4. Deuxiéme . critére de (A, 2')-répartition (modl). On pose, pour
tout teR:

e (t) — t’/”ﬂt
et, pour tout heZ:

1
oy(@, h) =—
CIgeN

e(han),

notation damns laquelle la lettre x sera couramment sous-entendue.

icm®
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4.1. CrITERE 2. Pour que la suite (z,) soit (2, oo)—7.(modl), i faut

et il suffit que, pour tout entier k =2 et pour tout entier 1 — 1L,2,...,k
on ait
L. k 7h\? hl
3 limint —gin — -
®) Noco £ (Tch k) e( 70)0N(h)>l'

Dans cette série absolument convergente, le terme correspondant
4 h = 0 est, par convention, égal & 1.

Nécessité. Soit Sy la fonction signal triangle isoscéle de hauteur 1,
de base 2/k, centrée au point I/k de T, de sorte qu'on a sur T'

1 k mh\2 4
Sy (t) = — (—sin ——) 8(7L t— —).
YL

Puisque cetbe série est uniformément convergente sur T, on obtient, en

intégrant terme & terme:
1
1 1 B, mh\z 1 AN
Srpi(t)dt = — +— — gin — _ -
Of ra(t) = T% g(nh sin — ) i [e (h (t 70))]0 =

Dés lors, prenant f = 8;;¢%(T, R*), (2) donne

Zzisinﬂze —ﬂ (7 >'1
h 13 %) ° in) > %’

1NN heZ

N £
Mt
d’ott (3).
Suffisance. On va ramener la suffisance de la condition (3) & celle
de la condition (2). Soit fe% (T, R*); partageons [0,1] en k intervalles
égaux, ol k> 2, et soit f; la fonction lindaire par morceaux sur T qui
prend les mémes valeurs que f aux points I/k, ol 1=1,2,...,%; cette
fonction f;, est une combinaison linéaire & coefficients réels > 0 de fonctions

Si1, & savoir
l
D1 () s

1<i<k

fu=

et 1a suite (fi) converge uniformément vers f sur 7.
Dés lors, supposons la condition (3) satisfaite, c’est-a-dire

1 p)
liminf — Spa(<wn>) 2 %
Neosoo 1<neN
On a
1 1\ 1
¥ Z Fu(ond) = Zf(*k‘)'ﬁ Sia({@nd) -
1<V 1I<k <N .
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Quand N — oo, la limite inférieure du premier membre est au moins

égale &
2 Sia(<@n) 27 Zf(lc)

<N 1<k

1 limint 1
—) liminf —
Zf(k N

Nsoo
1<k

et d’autre part

[ futna =

de sorte que f vérifie la condition (2).
Soit ¢ > 0; il existe un entier K, tel que, pour & > K,, on ait, pour
n=1,...,N:

Sift) st St =1 Zf(k)

1<i<k 1<I<k

F(Cand) > ful<mnd)— e,

= 3 futcan=e

1<n<N

d’olt

L3 i >4

<N

Quand N — oo, la limite inférieure du premier membre est au moins
égale & .

1
liminf —
Nesoo 4

2 .fk(<wn>)‘—8>;lffk(t)dt’—s, v
0

1< N

1
et cette derniére quantité, quand % - co, tend vers A [ f(¢)dt—e, de
e p

sorte. qu'on a

1
liminf —
Noco

fK%»zlfﬂDM—&

1<ngN

~ Puisque ¢ > 0 est arbitrairement petit, il en résulte que f vérifie la condi-
tion (2), et le critére 1 montre alors que la suite (@) est (A, o0)-r. (mod1).
Un argument analogue donne le
CRITERE 2'. Pour gue la suite (¢0,) soit (0, 1')-r. (mod1l), 4l faut et il
suffit que, pour tout entier &k =2 et pom* tout entier 1 =1, 2,..., &k, on ait
. k h hl )
(3" limsup (—sm T ) e (~—) on(h) <A
Nooo £ h ] )

L’ensemble des conditions (3) et (3') fournit donc un deuxiéme critére
de (1, A')-répartition (modl).

.m@
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4.2. Autre formie du deuxiéme ecritére.
g’énoncer ainsi: . .
CRITERE 2bis. Powr que la" suite (2,) soit (4, co)-r. (modl), il faut
et il suffit que, pour tout couple réel (8, t) tel que 0 < §< % et 0-<< v<C 1,
on ait ‘

Lacritére 2 peut’ encore

sinwhé\* 7 >
g ) I ax(h) >

{4)

liminf (
Nooo 5

- Cette condition est- évidemment suffisante; quant & sa nécessité,
elle g'établit comme plus haut celle de (3), en utilisant ici la fonetion
signal triangle isocéle S, de hauteur 1, de base 20, centrée au pomt
7 de T, de sorte qu'on a sur T

B lt) = 62(“”7”5) e(ht—1)),

et en appliquant (2) & S, <# (T, R*).
De méme, le critére 2’ peut encore s’énoncer ainsi: .
ORITERE 2'bis. Pour que la suste (x,) soit (0, A'yr. (modi), 4 faui
et il suffit que, pour tout couple réel (6, 7) tel que 0 < 6 et 0 < v < 1,
on ait

lim sup
N-soq

, inzhs\? )
) (Sn” ) o —h7)ow(h) < 4.
) whé _,

hezZ

I’ensemble des conditions (4) et (4’) fournit done une autre forme
du deuxiéme critére de (4, A')-répartition (modl).

5. Cas ot A = A’ = 1. Les suites (1,1)-r. (mod1) sont les suites pour

N b
lesquelles lim W,a,0) _ b—a quel que soit le couple réel (a,b) tel
Nosoo - . E
que 0 <o < b<1, cest-d-dire les suites éguiréparties [e.r.] (modl). Il

est facile de déduire des résultats precédents les critéres classiques d’équi-
répartition (mod1).

D’abord il résulte des crlteles 1 et 1’ que la suite (asn) est e.r. (mod1)
81 et seulement si, pour. toute fe% (T, R"), on a

ff

et cette condition reste évidemment nécessaire et suffisante lorsqu’elle
est vérifiée pour toute fe% (T, C).

: 1
lim —
Nooco

{8) Fland) =

1<n<N
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Posons, sous réserve d’existence, pour tout heZ:
cn(®) = lim on(x, h),
Nsoo

ol la lettre # sera couramment sous-entendue.
L’ensemble des conditions (4) et (4') s'éerit ici

: sinmhd\?
lim E ( i )e(—hr)aN(h) =1,
Nooo 7 whd

qui, puisque la série indiquée est uniformément convergente en IV, équivaut,
si ¢, existe pour tout heZ, &

inwhd\?
E i e(—ht)e, = 0.
whd

heZ*

(6)

Dés lors, si la suite (#,) est exr. (modl), la condition (5), ot on prend
f(#) = e(ht), montre que ¢, = 0 pour tout heZ*, et réeiproquement, si
¢, = 0 pour tout heZ*, la condition (6) est vérifide, de sorte que la suite

(#,) est e.r. (mod1l). Finalement, la suite (2,) est e.r. (mod1l) si et seulement

st ¢, = 0 pour tout heZ*, et cette condition reste nécessaire et suffisante
lorsqu’elle est vérifiée pour tout heN, puisque ¢_j = &,. Nous retrouvons
aingi, comme cas particulier de notre étude, le critére de Weyl ([24]).

6. (2, A)-répartition (modl) au sens strict.
6.1. DEriNITION 2. Soit un couple réel (2, X') tel gu’on ait 0 < A
<1< A; la suite (,) sera dite (1, A')-r. (modl) aw sens strict si I'on a

inf gu(a,d) =21 et

sup 0% (a, b) = A'.
I<a<dgl

oga<bgl
Il résulte aussitot des conditions (4) et (4') que la suite (@,,) est (4, 4')-1.
(mod1l) au sens striet si et senlement si Pon a & la fois

: sinzhd\?

inf liminf _ -
0<b<t Nooo ( <hd )3( htyon(h) = 2,
<<l

. sinmhd\®
sup 111nsu1)2( i ) e(—hr)on(h) = A,

82322 N whd

6.2. ExaMPLE. Boit 4, = alogn, ol acR*, neN. La suite (z,) ’ébudie
directement en procédant & des dénombrements.

Supposons d’abord « > 0, et posons y = 1/a. Le nombre vx des n
tels que k+a < alogn <k+bet 0<k<K (k, K entiers) s’éerit, quand
K — oo

e

—
o e om).

Vg =
67’

hl"l@

Répartition dans R et dans Qp 233
Mais v est aussi le nombre (¥, a, b) des n tels que a < (@) <betl<n
< Nlorsque Nz < N < Ngyq, olt N désigne le plus grand entier < g E+
et N le plus grand entier < "™, de sorte que

N = &+t940(1) et Ng =eEDL0(1).

b .
Quand N parcourt N, le rapport ﬂ"f—’) oscille entre la suite des

. s '
valeurs inférienres »z/Nx,, et la suite des valeurs supérieures e/ Ng.
b—a)
-1

———— la seconde
e’ —1

Or ces deux suites convergent, la premiére vers
¢ (1— ')

vers ) . On en ftire
-0 _1 . e (1— g"@-b)
gx(a, b) = @=1—a) et o (a,b) = T—T0—a)

Plus généralement, si aeR¥, ces dernidres formules restent vraies, en
posant, comme nous le ferons désormais, y = 1/|al.
On a, puisque g«(a,b) est croissant en b—a:
-1 v

inf a,b) = lim ——-— =
0<a<bslg*( 0 o<io (67 —1)t e’ —1"

et de méme, puisque o*(a, b) est décroissant en b—a:
e”(l——e"”t)

£ .
S ¢, b) = lim _ =
o<a<lb)<1{'J (@, 2) o<tso (67 —1)1

ye'
¢ —1 "

Done la suite n— alogn, o¥ acR, est

Ve
(—-y—— -ye—l)-r. (modl) au
sens strict, ot y = 1/lal. .

¢—1"¢'—

7. Condition suffisante de (1, A')-répartition (modl).

7.1. On pose, pour toub heZ:

Oy (z) = limsup |oy (@, )|
Novoo

otl la lettre 2 sera couramment sous-entendue.

Soit d’autre part

An(h) = e(—hv)ox(h)+e(hr) on(—D)eR.

On a évidemment Ap(h) > —2loy(R)], ol pour tout heZ:

]imianN (h) = — 20],,.

Nsco
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La condition (4) s’écrit

liminf 2

N—soo

sinzhd EA " L
who () =2-1,
k=1
ot le premier membre est au moins égal &
sinmhé\* | . sinwhd\?
Z( =h3 ) o Int Ay (1) > _32(775—) Ghz> =2 D10

hzl ’ Izl S

Si done -_—"DZ;C,L A—1, alors la condition (4) est vérifiée, et l'on a:

CONDITION SUFFISANTE 1. Pour que la suite (@) soit (2, oo) 7. (mod 1)
il suffit quwon ait

(7) . V s O/L <
20<7

Utilisant Vinégalité Ay (h) < 2 loy ()], Aot imsup Ay (k) < 20, on
obtient de méme, & partir de (4 OR e ) »

CONDITION SUFFISANTE 1. Pour que la suite (@) soit (0, 2')-r. (mod1)
il suffit guw’on ait ’

(7) Ya<iL
7L>1 2

.L’ensemble des conditions (7) et (7) fournit donec une conditidn
suffisante de (4,4')-répartition (mod1), & savoir

20h<min(1_l,i:£).
. 2 2

h>=1

" 7.2. Applications. (a) Soit &, la classe des suites (@) telles qu’oﬁ
ai

"inf ox{@, b)>0

I<a<hgl

Ces suites possédent la propriété suivante: le co p
uple (a, ) étant
on a (N,a,b) <N quand N - oo, e (o) ot

~Pour que (w.,,,)eSI, il faut et il suffit qu’il existe Ae 10,17 tel que la
suite () soit (4, oo)-r. (mod1); dés lors, d’aprds (7), i suff@t gu’on ait

(®) T 2%<—
i1
(b) Soit S, la classe des suites (@) telles quion ait .

sup o*(a, b) <-oo
Iga<dl
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Pour que (#,)€8,, il faut et il suffit qu’il existe 2'<[1, cof tel que la suite
(@) soit (0, A')-r. (mod1); dés lors, d’aprés (7'), il suffit quw’on ait

(8" D 0n < 0.
hz=1
8. Remarque. La condition (8) est évidemment suffisante pour
que la suite (z,) soit & répartition (mod1l) partout dense dans [0,1] [r.p.d.
(mod1)].
D’autre pavt, si I; désigne Pintervalle de T' de longueur 2/k et de
centre 1/k, la suite (z,) est r.p.d. (modl) si et seulement si lim ( N, Iy

LV =00

= oo pour tout entier % > 2 et pour tout entier I =1,2,..., k, et cette
condition équivaut & son tour & Um Y Spi(<®,)) = oo, car
N-soo 1SN

N, L) > Y Sul@y) et (V, Tua) <2 D) Sial<ead).

1< N 1<ngN

I en 1esu1te que la suite (z,) est r.p.d. (mod‘l) st et seulement si, pour
tout entier k> 2 et pour tout entier 1 =1,2,...,k, on a

k 7\ Rl '
lim Z * sin T2 o — | Noy(h) = oo.
Nooo £t =h k k v

Il est immédiat que ce critére peut encore s'énoncer ainsi: la suile
() est r.p.d. (mod1) si et seulement si, pour tout couple réel (8, 7) tel que
I<dé<t e 0<r<L, ona

Isinzho\t
lim Z(Sm : ) o(—h7) Nay(h) = oo.

2 7hd
N—»o0 oz

CHAPITRE II

REPARTITIONS APPARENTEES A L'EQUIREPARTITION MODULO :1 DANS R

1. Equirépartition (mod0).”
1.1. DEFINITION 1. Soit meN; rappelons que la suite (z,) est e.r.
c 1 : : .
(mod—) si et seulement si la suite (maz,) est exr. (modl).
m

La suite (#,) sera dite dquirépartie [e.x.] (mod0) si, pour tout couple
réel (a, )telqueO a<b<1, ona

1) " lim gu (i, @, b) —-hmg (maJn a, b) =

N0
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Si la suite (z,) est e.r. (modl), il en est de meme de la suite (ma,) quel
que soit meN; done alors o.(me, a,d) = o* (mz, a ;D) =1 pour tout
couple (@, b) envisagé, ce qui entrame (1). Ainsi l’éguirépm-tition (mod0)
est un affaiblissement de Uéquirépartition (modl).
1.2. Condition suffisante d’équirépartition (mod0). On a le théoréme
suivant, qui est analogue au théoréme de TFejér sur 1'équi iti
répart
mod 1), q partition
CONDITION.SFTFFISANTE 1. 8i f est une fonction & valewrs réelles définie
sur N e.t au voisinage de Vinfini positif, strictement monotone, dérivable
et & dérivée monotone au voisinage de Vinfini positif, si Wmf (1) = 0 et si
t—00

Ef'(1)] est borné inféricurement par un réel > 0 guand t — oo, alors la swite
# —f(n) est e.r. (modo0).

, Remarquons d’abord que les hypothéses faites sur f entrainent
t—)rona If(#)] = oo. Supposons, pour fixer les idées, que f soit strictement

croissantfs sur [?,, oof, et soit ¢ sa fonction réciproque, elle aussi stricte-
ment croissante et dérivable sur [f(2,), oo[; on a lime(f) = oo, ¢’ croissante
t—c0

sur [f(2,),
'—)DO

Soit 0 < b<1. Pour un entier naturel assez grand, disons pour
k> Kyn = mK,, le nombre des n tels que & < mf(n) < kb est

k+d k b T+c
o) oty - 2 (EE) o,

oof ef hmqn () =

o0,

m m

1 (K
SN<yg ol avec K > I,,, le nom-
mf(n)y < b et 1<n< N est

K1
07,0, b = 0wt 37 (2 (o) -
[y m

ot 0 < ¢ << b. Done, siqy(K-

bre des n tels que 0<

K—
qy( l—l—b)_N (p(K— ) (K 1—|—b)
m m
0 “ ( K~ 1—|—b ) <¥ IL’
m
Dans les deux cas, ce dernier terme est < gy(E)—rp( K- < LoE
m m h m ¢ m

puisque ¢’ est croissante, de sorte que

K-1
- b 7

(0, 0y = Of1) +— §’¢(°+%)+O(K) __0< (1{))

m

k=K,

icm®
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S (ke .
La somme 2 est comprise entre
%, m
K nt1 K—1
rp(Ji)Jrq( - )+ A+ ( - )
" m
et
! K'm,_l"l ’ -KT)’L+~ _K
(P( m )+¢( m )+ e (m)
et Dintégrale
K

f '( ! ) dt = m (K (K,
—)at = Z—m
" \m Pl 1 (Eo)

est comprise entre les mémes bornes, dont la différence est ¢ (K |m)—
—¢'(K,); on a done

-1 .
v L[kt K ,
k% ® ( " *) — 99( )+m¢(K0)1l (75)*90 (Ho)s
d’olr
& (ke K K
R L2 - § PR el |
k;;nrp (T) —'mgv(m)—l—O(ga (m))—rom(l).

On obtient ainsi
K 1 K
(N7 0, b)mi = Om(l)—\-bqp(ﬁ) 4 — O(q1 (‘E))—I- O(K).

m

v ol + 5ol ()

Utilisons maintenant les deux derniéres hypothéses de P’énoncs.

D’autre part

t
Quand t o, on a f'(f) =0, done aussi JE(—)+0, de sorte que

b))

if (1) > 4, done

dans les mémes conditions, il existe 4 >0 tel que
20
¢ (%)

K
Dés lors, les formules précédentes deviennent

]l o
s=o[EpobiE)

> A, de sorte que @ ( )

K 1
(N701 b)my = b(p 'E +%0
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Traitant de méme (N, 0, a),y, ol 0 <a < b, on obtient finalement

1 -
(N, &y b)my 3 b—a+7ﬁ-0(l)+mg(1)+0m(

N

L

g (K m) )

1+20q) '
m

Quand K — oo, done quand N — oo, toutes les limites de ce rapport
sont de la forme

1+2 00
me

ainsi, le couple (a,d) étant fixé, g.(mf, a,b) et
et Pautre de la forme

o*(mf, @, b) sont l'une

olt les O(1) ne dépendent pas de m; il en résulte qu'on a (1).

1.3. ExempLe 1. Soit f(¢) = alogtl, ol aeR*. Les conditions du
théoréme précédent sont wvérifides, done la swite n — alogn, o@ aeRY,
est er. (mod0). Dailleurs, d’aprés 1’étude directe qui a été faite dans
1-6.2, on a, en posant y = 1/|a|, quand m — oco:

e-y(b_a)/m —1

@*(mfi a, b) = ('e”/m—l)(b—a) =

et .

ey/171(1 — e b)/m 140 (

" (mf; a, b) = Do =

(ey/m_ ) - l
140 )

2. Equirépartition (mod co).

2.1. DEFINIPION 2. Soib meN; rappélons que la suite (x,) est e.r.

(modm) si et seulement si la suiﬁek(%) est e.r. (modl).

icm®
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La suite () sera dite éguirépartie [e.r.] (mod oo) si, pour tout couple
réel (a,d) tel que 0<Ca<b<1, ona
x
L, b =1.
e

" Daprés A. Ammann [2], appelons fotalement équirépartie toute snite
(2,). qui est e.xr. (modm) pour tout meN. Dés lors, si la suite (x,) est to-
talement e.r., alors la suite (2,/m) est er. (modl) quel que soit meN;

on a donc
& ax ’
wl—, @, b) = o*|—, a,b
Q‘(my ) ) @ (,m, s )

pour tout couple (a, b) envisagé, ce qui entraine (2). Ainsi Péquirépartition
(mod oo) est un affaiblissement de Véquirépartition fotale.

—
(&4
~

@
1im g, ( , a b) = lim ¢*
.

Mm—>02 M—r00

2.2, Condition Sllfflsante d’eqmrepa:tmon (mod oo). On 8, ici encore,
un théoréme analogue au théoréme de Fejér:

CONDITION SUFFISANTE 2. 8% f est une fonction & valewrs réelles defzme
sur N et au voisinage de Dinfini positif, strictement monm‘mw, dérivable
et & dérivée monotone au voisinage de Dinfini positif, st |f()|[t est borné
supérieurement quand t — oo et si Umt|f'(1)] = oo, alors la suite n — f(n)

t—oo

(mod oo).
Remarquons d’abord que les hypotheses faites sur f entlamcnt
]_un [f(t)] = oo,

Supposons, pour fixer les idées, que f soit strictement 0r01§§ante sur
[to, oo, et soit ¢ sa fonction réciproque. Soit d’autre part 0 < b<
8i p(m(E—1))< N <g(mK), avec K >EK,/m, on établit d’abord
comme dans la démonstration précédente, qu'on a

(N, 0, b)jjm = O (1) +bg(mE)+mO (¢ (mK))+ 0 (K)
avec ‘ ) ‘
¥ = g(mE)+m0(p (mK)). -

.

Quand t— oo, il existe A >0 tel que f(i)/t <4, de sorte que

mE = O(cp(mK)); dans les mémes conditions, on a tf'(t) = oo, donec

@#))¢ (1) = oo; de sorte que ¢’ (mE) = o(p(mK)). R
Des lors, les: formules précédentes deviennent

(V,0 b),,m o btp('mK)—l—mo( (mK))—}——- (¢(mK))+0m(1),

= (p(mK)—(—mo( (mK))
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240
Traitant de méme (N, 0, a)yn, ot 0 < a < b, on obtient

1 1
R O’”(w(mfc))
N a

Quand I — oo, done quand N — oo, toutes les limites de ce rapport

1-+4+mo(l1)

sont de la forme b—cH—iO(l); aingi, le couple (a,b) étant fixé,
m
0« (i, @, b) et o (—f—, a, b) sont I'une et L’autre de la forme
m m
1
1+—0(1)
. m

ot le O(1) ne dépend pas de m; il en résulte qu’on a (2).

2.3. BxXEMPLE 2. Soit f(f) = af, olt aeR*. Les conditions du théoréme
précédent sont vérifides, done la suite n — an, of aeR*, est er. (mod oo);
de fagon plus précise:

(a) siaeRN\Q,lasuite (an)est totalement e.r., done aussi e.r. (mod °o);

(b) i aeQ¥ la snite (an) est e.r. (mod oo), sang &tre e.xr. (modl).

D’aillenrs une &tude directe montre qu’on a

A 2lal ! Jf 2l
1h—“~m(b-—a) < @*(‘ﬁa @, b) <o (m ) b) <1+ m(b—a)’

de sorte que oy (f—n, a, b) et o* (%, @, b) tendent l'une et 1'autre vers 1
quand m — oo,

3. Equirépartition en moyenne (mod1).

3.1. DEFINITION 3. La suite () sera dite équirépartie en moyenne
(mod1) si, pour tout couple réel (a, b) tel que 0 < a < b <1, on a

i LN (e, b)
M

N-soo
Aingi Déquirépartition- en moyenne (mod1) est un affaiblissement de
Déguirépartition (mod1).

= 0—qa.

ISM<N

3.2. Critéres d’équirépartition en moyenne (modl). On a d’abord le

CRITERE 1. Pour que la suite (2,) soit e.r. en moyenne (modl), 4 faut
et 4l suffit que, pour toute fe¥ (T, 0), on ait

m— 3 3 o) = f f.

Nesoo
TR =N 1< M

(3)

m@
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11 suffit évidemment d’6tablir la propriété pour
#(T, R), et pour cela d'utiliser la méthode classique.

La nécessitié se démontre en partageant [0, 1[ en » intervalles égaux
[ar, be[, oW B =1, ..., 9, et en encadrant f entre les deux fonctions en
escalier qui, sur chacun des sous-intervalles [ax, b, sont respectivement
égales & la borne inférienre et & la borne supérieure de f sur ce sous-in-
tervalle. Aprés deux sommations par rapport & , puis & M, on fera tendre
d’abord N vers Pinfini, puis » vers 1'infini.

La suffisance se démontre en considérant deux suites de fonetions 7,
Iy de €(T, R) qui encadrent la fonetion caractéristique Yoy O 0< @
<b<1, sur T, et dont les intégrales sur [0, 1] tendent I*une et Pautre
vers b—a quand % - oo,

CRITERE 2. Powr que la suite (1,) soit er. en moyenne (modl), il faut
et il suffit que, pour tout heZ¥, on ait

les fonctions de

1
lim —

N-co

(4) o (h) = 0.

ISM<SN

(On utilise iei la définition de oz (h) donnde dans I-4.)
La nécessité résulte de (3), ol I’on prend f(t) = e(ht), heZ*.
Pour établir la suffisance, suivant 1a méthode classique, on utilise
le fait que toute fe®(T', C) peut btre approchée uniformément sur 7'
par une suite de polynomes trigonométriques f5; dés lors, si la condition (4)
est remplie, on s’assure aisément que f; satisfait 3 (3), done aussi f satisfait
4 (3), et la suite (x,) est e.r. en moyenne (mod1).

4. Presque équirépartition en moyenne (mod1).

4.1. DEFINTTION 4. Soit 4 la classe des applications strictement
croissantes de N dans N. D’aprés I. I. Sapiro-Pyateckii [19], appelons
presque équirépartie [p.e.r.] (modl) toute suite (%) possédant la propriété
suivante: il existe pe.4” telle que, pour tout couple réel (a, b) vérifiant
0<a<b<1, on ait
(p(), a, b)

lim - =b—ua.

N0 P )

Pour que la suite () soit p.e.r. (mod1), il faut et il suffit qu’il existe
peA" telle que, pour toub heZ*, on ait

Lm0 () = 0.

De maniére analogue, la suite (z,) sera dite presque bquirépartie
en moyenne (modl1) 8’il existe pe A" telle que, pour tout couple réel (a, b)

Acta Arithmetica XIV.3 1
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vérifiant 0 < e <b<1, on ail .

A = p—q.

o (M)

1 2 (p(I), a, D)

Pour que la suite (z,) soit p.e.r. en moyenne (modl), il faut et il suffit
qu’il existe e .4 telle que, pour tout heZ*, on ait

1
lim — 2 Gpany (M) = 0.
N—yoo N 1ST%N
4.2. BxeMrLe 3. Soit @, = alogn, olt acR.
La formule sommatoive d’Euler nous donne, pour tout NeN et
pour tout heZ:
e(halogn)

1<nN
N

N , d
= [ e(halogt)di+}(1+ ¢(halog N)) — 2inha f (3= <) e(halogt)—.
1

1
Au second membre, le premier terme est égal &

[te(halogt) ]N _ Ne(hologN)—1

2inha+1 |, 2imha+1

et, quand N — oo, le deuxiéme et le troisiéme terme s’écrivent respect:
vement O(1) et O(logN), de sorte que

e(halog N) 0 (logN )
irha-t1 N /)

(3) . on (k) =

(a) Quelle que s0it pe 4", on a
lim [o, ) (B)] = (4n°BPa® -+ 1)1,
N-—»o0
done la suite n. — alogn, ot aecR, n'est pas p.er. (modl).
(b) On a d’aprés (3), quand N — co:
1 ox(h)
— h) = ————+o0(1
¥ aar(h) +o(1)

S 2imha--1

et, en appliquant (5) de nouveau:

1 _ 1 e(halog N) logN) 1
_XQ%QN"M(M = 2i-n:ha+l( Dimhat 1 +O( N )+0( )
halog N
. e(halog )2_1_0(1)‘

" (2rha+1)
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Le module du premier membre tend vers (4n*h?e*+-1)"! quand N - oo
done la suite n — alogn, ol aeR, west pas e.r. en moyenne (mod1).

(¢) Prenant ¢ (M) = k¥, ot k entier > 2, on a, daprés (5), quand
N — oco:

1 1 1
— ) = —- —_ d Wiy o
& E 0,21 (h) el & E e(hadloghk)+o(1).

1<M<N 1<HM<N

Supposons a # 0, et choisissons & de manidre que alogk soit irrationnel
(par exemple, si alog?2 est irrationnel, on prendra % = 2, et si alog?2 est
rationnel, on prendra k =3). Alors le premier terme, au second membre
précédent, est égal, si b £ 0, &

l__ e(haNlogk)—1 e(halogk) -0 1
2inhat1  e(halogh)—1 N - (?\7—)’

.1

de sorte que lim —
N-soo 1IN
Ainsi la suite n — alogn, ol aeR*, est p.e.r. en moyenne (modl),

o.ar(h) = 0 pour tout heZ*

CHAPITRE III

REPARTITION MODULO 1 DANS R
DES SUITES DEFINIES PAR CERTAINES FONCTIONS PERIODIQUES

1. Construction et étude des suites .

L1. Soit F une fonection & valeurs réelles définie sur un intervalle 7 -
= Jt;, t[ de longueur drrationnelle w, et soit F* la fonction périodigue,

I

de période w, qui est égale & F sur I. Pour la commodité du langage,
o1 supposera que ¢, +wZ, qui ne peut contenir au plus qu’un seul entier
rationnel, ne contient ancun entier naturel, de sorte que F*(n) est défini
sur N.

On pose alors, pour tout neN:

— 1t ’
V= 2Th Uy = F*(n) = F(n—w[v,]),
®

et on ge propose d’étudier la répartition (mod 1) de la suite (u,). La fone-
tion réeiproque de F, lorsqu’elle existe, sera notée &.

1.2. ProrosrTION 1. 8¢ F satisfait aus conditions (C) suivantes:
(C1) F est continue et striciement monotone swr I;
(02) |F(t)] — oo quand t, <t-—1, e quand t,>1t->1;
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alors la suite (u,) admet une fonction de répartition (mod 1) continue sur
[0, 1] dont la valewr en tout point ae[0,1] est

1

1) = — ) 1@(k-+a) = D(E).
w keZ

Supposons, pour fixer les idées, que I soit strictement croissante
sur I, de sorte que @ est continue et gtricterent croigsante sur R, avec
lim @(t) = t, et lim @ (t) = 1,

— t—00 .

- wSoit 0<a<b<l et soit keZ. Pour que k4o << F*(n) < k+.b,
il fant et il suffit quon ait @(k+a) <n—olv] < D(k+D), c'est-a-dire
Ay < {wp> < By, en posant

@

B(-+b)—1,

- =
Il en résulte que
(N, a, b), = Z(N, Ay Bio,
keZ
N0<...<Ap , <Bp 1 <A <Bp<...<1l
Soit HeNj on a

1

1
L (¥, Ag, Bio < I\?Z (N, A, By
-H<k<H keZ 1
1
< —1“ (‘N:AkaBk)v”}"'ﬁ(NyO;A—H)0+F (Na BH; 1)11-

. —H<k<H

Puisque o est irrationnel, la suite (,) est e.r. (mod 1) e, quand N — oo,
on obtient

N, a,b),
(Bi— Ay) < liming 2% i LJ—H
~H<k<H oo Noo
< (Br— Ay +A_g+1—Bg.
—Hgk<H

La série Y (Bx— 4;) est convergente, de somme <1, et A_g-+1— By = 0
keZ

quand H — oo. Dés lors, soit ¢ > 0; pour H agsez grand, le premier mem]:.»re
des inégalités précédentes est >k2 (By— Ap)—e, et leur dernier
%

membre est < Y(By—.Ay)+e, ce qui exige, puisque & > 0 est arbitral-
Fez

rement petif, qu’'on ait

lim (I, 0,D)u -
N—roo

D (Bi— 4.

kez

icm®
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8i F est strictement décroissante sur I, la différence Bj— A4} est remplacée
par son opposée dans la formule précédente.

On a done
. (Nya,0), 1
Iim —— 222 — Dk —
o o k; [®(k+b)— D (k+a),

d’olt notamment (1).
De plus, y est continue sur [0, 1], car c'est la somme d'une série
uniformément convergente de fonctions continues sur [0,1].
1.3. ProrosmrioN 2. Si F satisfait auz conditions (C") suivantes:
(C'1) F est contintyment dérivable et F' de signe constant sur I H
(C'2) (C2);
(O'8) la série > D'(k-+1) est uniformément convergente sur [0, 17;
keZ
alors la suite (w,) admet une fonction densité de répartition (mod1) continue
sur [0, 1] dont la valewr en tout point a<[0,1] est

(@)

D’abord 1a suite (u,) admet la fonction de répartition (modl) définie
par (1). De plus @’ est continue et de signé constant sur R, avec lim @ (7)

jl—sc0

1

= 0. Puisque la série ——Z |D'(k+ a)], dérivée terme & terme de la série
w keZ

(1), est une série uniformément convergente de fonetions continues sur

[0, 1], 1a fonction y est continfiment dérivable sur [0,17], et I'on a (2).
On notera que g(0) = g(1).

2. Famille de suites %(¢p). Soit ¢ une application de R dans R possé-
dant les propridtés (P) suivantes:
(P1) ¢ est continue et de signe consiant sur R; soit ¢ son signe;
o
(P2) Vintbgrale [ p(t)dt est convergente et irrationnelle; soit e sa
—00

valeur (w > 0); .
(P3) la série D (k1) est uniformément convergente sur [0,1].
keZ

1
Soit 7eR et posons &.(t) = f ¢(s)ds-+7. La fonction &, est continue
0

[}
et strictement monotone sur R, avec lim &,(f) = — f @(s)ds+ v, soif
t—>-—00 -3

71, eb im &,(f) = [ g(s)ds+7, soit 7,. Il en résulte que &, admet une
tro0 0
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fonction réciproque F, continue et strictement monotone sur I =c°]11, 7y[
§ie=1 [resp. I = ra, sl 8i & =—1], delongueur |7,— 7| =| L¢(t)(l‘t|
— o irrationnel > 0. Puisque @, = ¢ est continue et de signe constant
sur R, la fonction F, est continfiment dérivable et T, de signe constant
sar 1.

Dautre part |F,(f)] — co quand -7 eb quand i — 7y (du c6té
convenable). .

Finalement, on voit que F, satisfait aux condition (0'). Dés lors,
quand 7 parcourt R, toutes les suites n - un(p, ) = F¥(n) admettent
une méme fonction densité de répartition (modl) continue sur [0, 1]
dont la valeur en tout point ae[0, 1] est

3) oa) = — D plk+a),
IeeZ

00
avec ¢ = sgne et . [ p(i)dt = so.
—

%(p) désignera la famille de suites {u(p, 7)}.p ainsi associée & toute
fonetion ¢ possédant les propriétés (P).

Ao
ExuMPLE 1. Soit @) = A%, ol 1¢R, o 1éel >0, - irrationnel;

' A
ici e =sgniet w= ‘)u; on a done, pour tout ae[0,1]:
a

s acha(a— %)
o) = D ol = Thie

ke

On notera que g(a) = g(1l—a).

3. Sommation de la série ¢(a). On considére ici les familles de suities
associées & la restriction & R d’une fonetion d’une variable complexe,
en supposant évidemment que cette restriction prenne ges valeurs dans R.

Soit p une fonction d’une variable complexe possédanti les propriétés
(Q) suivantes, qui sont compatibles:

(QL) ¢ applique R dans R et la restriction de ¢ & R posséde les pro-

priéés (P);

(Q2) @ est une fonction méromorphe sur C ot elle admet un nombm

fini de poles tous simples;

(Q3) @(2) -0 quand [2| - oo.

D’abord ¢ présente au moins un pole dans C, sinon, ébant holomorphe

et bornée sur C d’aprés (Q3), cette fonction serait constante, et d’ailleurs
cette constante serait nulle, ce qui, d’aprés (P1), est impossible. D'apreés

icm®
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(Q1), tous les poles de @ sont imaginaires, et d’ailleurs deux & deux imz-

ginaires conjugués; on désigne par (by, b_p), ot k = 1,..., K, ces couples
de poles simples imaginaires conjugués. Il existe un systeme de 2K con-
tours simples rectifiables, répartis en couples (I, I'_;), ot k = 1,..., K,

extérieurs les uns aux aufres, ne rencontrant pas la droite réelle, deux
& deux symétriques par rapport & celle-ci, et tels que I [resp. I'_,] en-
toure le pole by [resp. b_x]; on désigne par I la réunion des 2K contours
précédents.
Soit @e[0,1] et s0it NeN; posant 2 = v--4y, on désigne par O le
contour rectangulaire
e=0k(N+3) et |<N+4,
b—a <N+} et y=L(N+D),
olt IV est choisi assez grand pour que I soit & lintérieur de C.
La fonction ¢ définie par

G(2) = mp(s)cotgn(z—a)

est méromophe sur l'ouvert multiplement connexe de frontiére L o €
et continue sur cetite frontidre, avec les seuls poles. simples z,— a+k,
ot —N < k<N (car ¢ ne g’annule pas sur R). Le résidu de G au pdle
2, est, en posant ¥ = n(g—a—"):

p(a-+k)cosnl hm—(—m pla+k).

Intégrant G le long de L u € et appliquant le théoréme des résidus, il
vient

[e@de— [Ga)az =2in ) plat).
o+ +

—N<ksN

Soit 4 > 1; pour ¥ assez grand, on a [cotgn(2—a)] < 4 sur C.
D’autre part, puisque ¢ est holomorphe au voisinage du point 4 I'in-
fini de € et s’annule en ce point, on a, pour |2| assez grand, ¢(z) 2 o [7";

mais, sur la droite réelle, lintégrale f @(t) dt est convergente, ce qui exige
—00

a; == (;il en régulte que le point & Vinfini de C est un zéro an moins double
de ¢, et il existe B > 0 tel que, pour N assez grand, on ait

B B
lp(2)| <W~§ ‘(ﬁ;}? sur C.

Ainsi done, pour N assez grand, on a

| fG iz| < *—%)“8“”%
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Quand N — oo, le second membre précédent tend vers 0, la formule des
résidus donne, pour la famille de snites %(p|R):

ie
ele) = 5= p(#)cotgn (e —a)dz,

(4)

ot & = sgn(¢|R).
Soit alors ry le résidu de ¢ relatif au péle simple by; on a r_y = 7.

Tes zéros de cotgn(s—a) étant tous réels, la fonction @ est méromorphe

sur Pouvert simplement connexe de frontitre I et continue sur cette

frontiére, avec le seul péle simple by, et le résidu de G/n relatif & ce péle

simple est rzcotgm(by—a). On a donc

[ p(@)cotgn(s—

.
T

a)dz = 2inrycotgw(by—a),

d’olt, d’aprés (4):

o(a) = ;_8 2inrycotgw(by— a)
w o
1<k <K
T 2v(lrkcotgn(bk-—a,)—I—chcotg‘ﬁ(zlc"‘“))'
@ 1<K

Dés lors un caleul simple donne finalement, pour la famille de suites

%(p|R):
)

I<k<K

2em I8 27 I by, — R, 8in 2 (@ — Hby)

ch27nby,— cos2n (@ — Xby)

()

ele) = —

H

ot e = sgn(gp|R). (Ici, # et # sont les symboles usuels de la partie réelle
et de la partie imaginaire d’un complexe.)

On notera que §i %#ry =0 et 2%bgeZ pour k=1, ...
a g(a) = g(1—a).

, I{, alors on

. a iy . L .

BxXEMPLE 2. Solt ¢(2) =T’ ol acR", AeR, ir irrationnel;

il ¢ =s8gnoad, o = =f[A], £ = 1; les deux péles simples de p sont b,
=1ia,b_; = —ia, avec les résidus respectifs », = —4/24,7_; =14/24;

on a domne, pour tout ae[0,1];

|sh 27al
ch2na—cos2na

(6) efa) =

et g(a) = o(1—a).

icm®
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i 1
Les primitives de ¢ sur R étant ©,(1) = —}:Arctgi +7, on a ici
a

F7(t) = atgA(l—7); posant p = —1r, on voit que la famille %(p[R)
est ici constituée par les suites n ~> atg(An-+p), olt u parcourt R. Ainsi
la suite n — atg(An+u), ot aeR¥ LeR, Ar irrationnel, admet lo fonction
densité de répartition (modl) définie par (6) sur [0, 1].

4. Série de Fourier de ¢(a). Suivant la notation introduite dans I-5,
soient ¢, (w) les coefficients de Weyl communs & toutes les suites (u,) de la
famille % (¢ |R), définis, pour tout heZ, par

1
e (u) = lim -—

e(huy).
Voo £ 1<ngN
On sait que, pour tout heZ, on a
1
on(u) = [ e(ht)o(t)dt

0

Mais, d’apres (3), on a, pour tout te[0,1]:

ot) =— ¥ p(k+1).
w
keZ

en(u) = (—if(an(k+t)) o(M)d,
0 ke

ou encore, puisque la série indiguée est uniformément convergente sur

Domne

[0,1]:
1
&
a(w) == 3 [ et ye(ht)at
Posant k41t = 0, on obtient
k41
a(u) = = f p(O)e(h(6—T)) a0 =— f o(6)6(hB)do
Soit p la transformée de Fourier de ¢, définie par

pis) = [ elis)p(®)dt,

de sorte que
©
p(0) = [ o(t)di = so.

—00
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On voit qu’on a en résumé, pour tout heZ et pour toutes les suiteg
de la famille #(g|R):

- h

M wh)

¥(0)

Enfin, on sait que ces coefficients de Weyl sont aussi les coefficients de
la série de Fourier de g(a); on a done, pour tout ae[0, 1] et pour la famille
de suites % (p|R):

GIL('M/) =

1 ,
ola) = Wﬁ};ﬂ w(h)e(—ha).

Exmvprn 3. Reprenant l’exemple 2, on a

TTREN ¢
p(s) = —i——-e‘z’”““" et a, = atg(in+pu),

d’olt la relation

1
lim — —2mlal|

Nesoo

= D7 ofhatg () = o

1SN -

vérifide pour heZ et a, 4, ueR, A/n irrationnel; enfin, pour tout ee[0, 1],
on &

o(a) = 2 e~ Mlg(_hg) =149 20”2""""00521:7»&.
Jhi=0 =1

5. Caractérisation des familles % (p) de suites e.r. (modl). D’aprés
(7), on a aussitot:

GR{TERE.I. Pour que U%(qp) soit une famille de suites e.r. (mod1l), i
faut et il suffit que p(%) = 0 pour tout keZ*,

Mais nous allons indiquer une méthode qui permet de caractériser
de fagon élémentaire les familles %( @) de suites e.r. (modl).

Conditions mnécessaires. Puisque e(a) =1, on a, pour tout
ae[0,1]:
- 0
;¢(7G+a)=aw= [ owat.
<Z -00
Posons, pour tout teR:
gty = D plb+ )

k<{f]~1
et soit Ag la premiére différence finie de g:
Ag() = g(t+1)—g(1) = ([t1+ <) = p(1).
D’aprés (P1), 4g est continue et de signe constant sur R.

icm®
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D'autre part, g est bornée sur R, car [g(#)] < } lp(k+ )| = o.
keZ

Dés lors la suite k& — g(¢- %), ol keZ, qui est strictement monotone et
bornée, est convergente quand % —> oo et quand k¥ — —oo; elle est méme,
dans ces conditions, d’aprés (P3), uniformément convergente sur [0, 1].
Soit KeN; on a

p(t+k) =

(8) gE+E+1)—g(i—K).

—-E<k<K

Quand K — oo, le premier membre tend vers f p(t)di, intégrale con-

vergente et irrationnelle d’aprés (P2), et le second nmembre tend vers
hmg(H— k)—llm g(t+%), de sorte que cette différence est constante

ko0

sur [0, 1], flme et irrationnelle.

En résumsé, si #(p) est une famille de suites e.r. (modl), il existe
une application g de R dans R telle que ¢ = Ag et qui posséde les pro-
priétés (B) suivantes:

(B1) Ag est continue et de signe constant sur R;

(B2) la différence llmg(H- 7{)-—11111J(H— k) est constante sur [0, 1],

finde et wmtwnnell@, .
(B3) la suite kb — g(t-+k) est wuniformément convergente sur [0,1]
quand k — oo et quand k — —oo,
& désignera la classe des applications de R dans R qui possédent
les propriétés (E).
Conditions suffisantes. Soit ge & et posons ¢ = Ag. Il est immé-
diat que ¢ posséde les propriétés (P1) et (P3). Compte tenu de (E2), la re-

lation (8) montre, quand I — oo, que la somme > p(t+k) =limg(t+k)—
kez k—sco

—lim ¢(t+%) est constante sur [0, 1], ee qui permet d’écrire

It—>—00
- 1
Dol = [ Yols+wds
keZ 0 IeZ
Puisque ¢ est continune sur R et que la série figurant sous le signe d’in-
tégration est uniformément convergente sur {0, 1], on obtient, en posant
s+k = 0: .

k1 oo
p(t+k) = qu; s+ k) ds = Z[ p(0)as = [ p(6)as.

ksZ kez ©

Cette intégrale, finalement égale & limg(i-%)— lim g(¢4-k), est conver-
F—seo ks—o0

gente et, d’aprds (E2), irrationnelle; ainsi ¢ posséde la propriété (P2).
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)
(=18
[ &)

En résumé, ¢ posséde les propriétés (P); de plus, pour la famille de
suites % (p), on a, pour tout ae[0,1]:

& &
o@ == Mot+a) =— [ p@ =1,
keZ -0

de sorte que toutes les suites de cette famille sont e.r. (modl).

On a donc finalement le

CRITERE 2. Pour que %(p) soit une famille de suites e.r. (modl), 4l
faut et il suffit qu'il existe ge & telle que ¢ = Ay.

EXEMPLE 4. Soit g(f) = Athat, oit aeR¥, A irvationnel; alors #(4g)
est une famille de suites e.r. (modl).

Les primitives de Adg étant

A, cha(t4+1)
D, () = —log————"=
®) a € chat T
on a iei, sur Jr—[A], T4+ IAI[:
. 1 eIt _ g
F,(t) = Elog "-e—a—_—eu(t—_r‘)—lr
et o =2]A]. Posant vn=——ﬂi——|-,u avee t=i__3_ b e = )
2p) B=g T b e ens

les suites e.r. (mod1l) ainsi obtenues sont les suites

ol x4 parcourt R.

CHAPITRE IV

REPARTITIONS MODULO 1 CONTINUES ET PERIODIQUES DANS R

1. DiFINIrIoN. Soit y, une fonetion de répartition dans [0, 1] continue
sur [0, 1], et soit un réel « tel qu’on ait 0 < a < 1. La suii{e (m,;) egt dite
c\c—comi?mmem et périodiquement répartie [a-c.p.r.] (modl) relativement
@ 70 si elle admet une fonction de répartition (modl), soit x, continue
sur [0,1] et telle que y—y, soit la restriction & [0,1] d’une fonction
périodique, définie gur R, de période «.

) Qette définition exprime que y, supposée d’abord continue sur [0, 1]
vérifie de plus la condition suivante: pour tout te[0,1—a], on a T

1) 2@+ a)—x(t+a) = % ()= xo(t).

hl"l@

Répartition dans R et dans Qp 253
Sia = 1, 1a condition (1) se réduit (ici ¢ = 0) & (1) —xo(1) = £(0)=1,(0),
qui est satisfaite; les suites 1-c.p.r. (modl) relativement & y, s’identi-
fient done, quelle que soit x,, aux suites qui admettent une fonction de
répartition (mod1) continue sur [0, 1].

Dans le cas ou la suite (2,) est a-c.p.r. (modl) relativement & la
fonetion identique sur [0,1], on dira simplement qu’elle est a-contind-
ment et périodiquement répartie [a-c.p.r.] (mod 1). La condition (1) devient
alors: pour tout ?¢[0,1—ea], on a

an g (t+a) = g(t)+a.
Si de plus y est dérivable sur [0, 1], la suite (@) admet alors une fonction
densité de répartition (modl), soit o, qui est la restriction & [0,1] d'une
fonction périodique, définie sur R, de période a.

9, Critéres de a-c.p. répartition (mod1l) relativement 2 y,.

2.1. Soit y une fonction de répartition dams [0,1] continue sur
[o,1].

(a) Rappelons d’abord un résultat classique: pour gue la suite (@n)
admette y comme fonetion de répartition (modl), il faut et il suffit quwon
ait, powr tout heZ:

@)

1
o= [ e(h)dx(d).

La définition de ¢, ou explicitement ¢,(z), a 6té introduite dans I-5.
(b) Soit Y Me(—ht) la série de TFourier de F(t) = x(t)—1t sur
miZo

[0, 17; powr que la suite (@) admette y comme fonetion de répartition (mod1),
$1 faut et il suffit guwon ait, pour tout heZ*:

(3) e = — 2imhi.
Remarquons d’abord que F est continue et a variation bornée sur
[0, 1]. D’aprés (2), pour que la suite (z,) admette y comme fonction de
répartition (mod1), il faut et il suffit qu’on ait, pour tout heZ*:

1 1

o = [e(t)aF )+ [emt)at,
§ [

oest-d-dire, puisque la dernidre intégrale est nulle:
1
o= [e(m)ar),
0
et cette condition s’écrit encore

o = [e(ht) F(1)]— 2inh [ (W) F(t)dt.
0
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Mais le premier terme du second membre est nul, car F(0) = F(1)

=0, e, d’aprds la formule d’Buler-Fourier, intégrale qui figure au

second membre est égale & 1;; on obtient done finalement la condition (3).
2.2. Soit alors ) yue(—ht) la série de Fourier de Fy(?) = y,(1)—

1710
sur [0,1]. On désigne par %, la classe des fonctions ¢ &
continues et & variation bornée sur [1—a, 1],

valeur réelles,
telles que
1

f g(s)ds = 0.

lea

gl—a) =g(1) =0 et

CRITERE 1. Pour que lo suile (®,) soit a-c.p.r. (modl) relativement
@ %o, t faut et il suffit que ¢, existe pour tout heZ, qu'on ait

1
lim —
H-sc0

(4)

len] =0
I<h<<H
et qu'il existe ge%, telle qu’on ait, pour tout heZ:
(8)

(e~ 2imhyy) (( — ha) —1) +ih f g(s)e(hs)ds =

D’abord pour que la suite (,) admette une fonction de répartition
(mod1), soit y, continue sur [0,1], il faut et il suffit, d’aprés un théordme
de N. Wiener [25] et de I. Schoenberg [20], que ¢, existe pour tout heZ
et qu'on ait (4). Alors on a, pour tout #e[0,1]:

21—t = D Ga—p)e(—ht),

11=>0

de sorte que la condition (1) 8’erit: pour tout ¢e[0,1—al, on a

(6) D, Un—ya)(e(—

h=1

ha)—1)e(—ht) =

1° Supposons (6) satisfaite pour tout ¢e[0,1—a] et posons, pour
tout te[l—a, 1]:

D) U=y (e(—hay —

g(t) = 1)e(—ht),
=1
puis
G(t) = sur [0,1—a], @) =g() sw [l—a,l].

La fonction @ est réelle, continue et A variation bornée sur [0,1], avec
G(0) = G(1) =0, et l'on a, pour tout te[0,1]:

(M Gt) = D' (h—ya){e(—ha)—1)e(~ht).

(L

icm®
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Mais le coefficient de ¢(—ht) dans ce développement en série de Fourier
de G(t) sur [0,1] est aussi

fG(q e(hs)ds = fg e(hs)ds;
on a done, pour tout heZ*:
1
(8) (—ya) (e(—ha)—1) = fg(s)e(hs)(ls.
l-a

Or la fonction g est réelle, continue et & variation bornée sur [1—a, 1],
avee g(1—a) = g(1) = 0 et, puisque la série de Fourier de G est inté-
grable terme & terme sur [0, 1]:

Z(lh—yh {e(—ha) ——1)fe(—izs)ds =0.

1 1
fg(s)ds = fG(s)ds
10 0 1A1=1
En résumé, on voit qu'il existe ge%, telle qu’on ait (8) pour tout heZ®.
29 Réciproquement, supposons qu'il existe ge¥, telle qu’on aib (3)
1
pour tout heZ*; compte tenu de [g(s)ds =0, on a alors, pour tout
te[0,1]: 1-a
1
(= ya(e(—ha)—1)e(—1t) = Ye(—Ht) [gls)e(hs)ds,
=1 |h|=0 l—-a

et, gi 'on pose G(t) = 0 sur [0, 1—a], G(t) = g(f) sur [1—a, 1], de sorte
que G est continue et & variation bornée sur [0,1], avec G(0) = G(1)
=0, le second membre de la relation préeédente égale

D) e(— 1) f G (s)e(hs)ds

1hi=0

Il en vésulte qu'on & (7) sur [0, 1], d’olt (6) sur [0, 1—al.

La démonstration s’achéve en remarquant gue, compte tenn de (3),
1a condition (8) posée pour tout A eZ* équivaut (en y remplagant g par
g/27) & la condition (B) posée pour tout heZ.

2.3. 8i a = 1/g, oiL geN, on dispose du

CRITERE 2. Soit geN; pour que la suite () soit (1/q)-c.p.r. (modl)

= G(t).

relativement & v, i1 fout ot il suffit que ¢, ewiste pour tout heZ, qu'on ait
1
9) lim — |ergl = 0
Koo 1Shek
et qwon ait, pour tout heZ\qZ:
(10) oy = —2inhyy.
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Comme précédemment, pour que la suite (2,) admette une fonction
de vépartition (modl), soit y, continue sur [0, 1], il faut et il suffit que
¢, exigte pour tout heZ et qu'on ait (4).

Pour que, de plus, la condition (1) soit satisfaite, il faut et il suffit
que la fonetion somme de la série de Fourier de y—y, sur [0, 1], & savoir
la fonetion § définie sur R par

S = 3 (h—yne(—hi),

|0

admette la période 1/g; done il fant et il suffit qu’on ait, pour tout 1[0, 1]:

Z(Zh—yh) (e(—;i) —1)0(——M) =0.

(k|1

Mais cette condition équivaut & la suivante: pour tout heZ*, on a

(An—a) (‘9 (_ ]é‘) “‘1) =0,

qui, compte tenu de (3), est satisfaite si et seulement si I’on a (10) pour
tout heZ\gZ.
Enfin, compte tenu de (10), la condition (4) s’écrit

1 2
— 2 ]ch|—1—~1—§— 2 hlyal ~0  quand H -+ oo.

H
I<hsH I<h<IT
h=0(modg) hiz0(mod q)

Or, d’aprés un théoréme classique, puisque F, est continue et & variation
bornée sur [0, 1], avee Fy(0) = F,(1), on a

1
lim — E =
I}—Ifcla H Blyal = 0.

1<h<<H

HT .
Posant K = [~q—], il en résulte que la condition (4) se réduit ici i la

condition (9), ece qui achéve la démonstration.

8i ¢ =1, la condition (10) s'évanouit; reste alors la condition (9),
ici confondue avee (4), qui exprime que la suite (#,) admet une fonction
de répartition (modl) continue sur [0, 1],

. . 1
On remarquera que les suites qui sont 7 -e.p.r. (modl) relativement

& x, quel que soit ge N s’identifient aux suites qui admettent g, comme
fonetion de répartition (modi).

2.4. Cas ol y, est la fonction identique sur [0,17]. Si yo(t) =1
sur [0, 1], alors y, = 0 pour tout heZ, d’ol les corollaires guivants:

icm®
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Cririre 1'. Pour que la suile () 506 a-c.p.r. (modl), 41 faut et il
suffit que ey, ewiste pour tout heZ, qu’on ait (4) et qu'il existe g <%, telle quon
wit, pour tout heZ:

1

(5 anle(—na)—1)+ih [ g(s)e(hs)ds = 0.

1—a

CRITBRE 2'. Soit qeN; pour que la suite (@) soit (1)g)-c.p.r. (modl),
il faut et 51 suffit que ¢ ewiste pour tout heZ, gu'on ait (9) et qu'on ait ¢ = 0
pour tout heZ\qZ.

. . 1
On remarquera que les suites qui sont ?~c.p.r. (modl) quel que
soit geN g'identifient aux suites e.r. (modl).

3. ExEMPLE. Soit une suite (T,)n.,+ telle que la suite (gu,), oll ge NN,
admette une fonction de répartition (modl) continue sur [0, 1], et posons

71
Yn = —d——l«w[n,q], ot reZ* et (g, 7) =1.

Calculons ici, pour heZ et N>qg+1:

1
on(y, h) =—
0<A<N-1

hrn
e (—-q«—) e(hapng) -

Soit M le quotient entier de N—1 par ¢:
Mg< N—-1< (M41)g.

On a alors Noy(y, h) = Ay (h)+ By (), en posant

Al = 3 o B ety

o Ma-1

hrn
By (h) = MK;N—IQ( q )3 (ABpngay) -

En évaluant la participation dans Az (h) des termes pour lesquels on
a n = l(modg), ot I =0, ..., ¢—1, on obtient

Ay(h) = 2 e(ﬂ) Z ¢(htm)

0<IKq—~1 MM ~1

By (k)
et d’autre part on a [By ()< N—Mg<g, de sorte que ——Mf——-—>0

quand N — oo.

Acta Arithmetica XIV.3 m
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1° i h % 0(modg), alors

By (h) - .
Ay =0 et ox{y,h) = Jj’\,— —~0  quand N - co;

aingi on a ¢ (y) = 0 pour tout heZX\ qZ.
20 §i b = 0(mnodgq), soit b = kg, alors

Ay(kg) _ ¢ o (Tog@m) > gx(gw)  quand M — oo,
M M O<MS I -1
et B (] )
M Ap(kq) | Bar(k (G V' = 00
only, k) = =ty o) auand N oeo;

ainsi on a e (y) = ¢x(gw) pour tout keZ et, puisque la .suite (ge,) admet
une fonction de répartition (modl) eontinue sur [0,1]:

1 .1
lm e N leg) = lim = D la(go) =0
1<k<K e 1<h<K
Finalement, st lo suite (qu,), ot qeN, admet une fonction de répartition
. 1 -
(mod1) continue sur [0,1], alors la suwite n —>~—»{I~-|‘m[n,q], ol reZ” e

1 .
(g,7) =1, est E-a.p.'r. (mod1).

CHAPITRE V -

HOMOMETRIE ET REPARTITION DANS Q)p
. 0U DANS UNE EXTENSION ALGEBRIQUE FINIE DE Qp

1. Notations. Nous utilisons en p-adigue les mnotations suivantes:
p désigne un nombre premier, @y le corps des nombres p-adiques, ‘Zp
Tanneau des entiers de Q,, U, le groupe des unités de Q. Dans ce chapitre
V, qui-concerne parfois des corps p-adiques plus vastes, JC désigne une
extension algébrique finie de Q,, 4 lanneau des entiers de I ,G.le
groupe des unités de K. Rappelons que K est complet, que sa valuation
est discréte, que son corps des restes K est fini, et que K est 1oca,1mnelit

compact; ¢ désigne Vindice de ramification de K, et p° le cardinal de K
1
On note | |, 1a valeur absolue p-adique choisie telle que |p|, = E-, et on

pose v(z) = —logylal, si weK™, »(0) = co. Enfin £ désigne une racine
(p~—1)-idme primitive de 1 dans Q,.
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Soit (#)ney une suite de K;si # < K et N <N, on désigne par (N, E),
le nombre des » tels que 1 < n < N et ,¢E; dans cette notation, la lettre
@ sera éventuellement sous-entendue. Si E est la boule a+p*4, ot acK,
keZ, on pose

B =Bygla) et <N,E)x=(N,a,ﬁ).
q/z

Soit M un compact de K; s’agissant de la répartition des suites de
M, on utilise les abréviations indiquées ci-dessoms:

(a) suites & répartition partout dense [r.p.d.] dans M;
(b) suites éguiréparties fe.r.] dans I;

() suites trés bien réparties [t.b.r.] dans M, lorsque M est un compact
régulier.

La notion de suite t.b.r. dans un compact valué régulier a ét6 intro-
duite par Y. Amice [17].

2. Détermination de certaines classes d’isométries dans K.

2.1. Soit une suite (ay),+ de K telle que lim|ayl, = 0; on pose,
pour tout wed: o
(1) @) = > wa.
Formons, pour #ed, yed: LZ’O

f@)—f) = @—) (a+ D me),

E>2
en posant z, = &" " "2y . fayt iyt
Les conditions

(2) aged, a,e@, apep P4  pour k=2

fournissent une classe d’isométries analytiques de A, car alors v(apz:) >

2| m

pour k> 2, de sorte qu’on a
o(f(a)—f() =vlw—y) pour wed, yed.

En particulier, plus précisément, on voit aunssitét que les conditions
Goe A, a,e@ caractérisent les isométries du premier degré de A, et que
les conditions ayed, a;¢@, ayep™ A caractérisent les isoméiries du second
degré de A.

2.2, Soit une suite (a;)rz+ de K telle que |axl, = o(p™) quand % —>oco;
on pose (1) pour tout zep“?A4. On déduit aussitét de la propriété pré-
cédente par homothétie que les conditions

(3) agep™MA,  a,e@, apep® A powr k=2

fournissent une classe d’isométries analytiques de p**A.
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2.3. Soit f définie par (1) pour tout zed, et appelons boules maxi-
males de A les p° boules distinctes a+p'4, ol acA.

Les conditions

(4) ae@, aged siplk, apep"A sipik etk #1

fournissent wne classe d'applications isométriques par boules maximales

de A dans A. e
En effet, 2, se met sous la forme z; = ko -k (0 —u)ty, OU fed;
si lon suppose z—y ep' 4, alors on a, pour k > 2:
v(ageg) > 0(a) =0 siplk,  v(axe) = v(a) >0 si ptk,

Lot v(f(@)—F(y)) = v(w—y) pour zed, yed, z—yepiA.
2.4. Soit une suite (a;),z de K telle que lim |ayl, = 0; on pose, pour
|

tout weG: flmseo
fle) = Z apa®.
keZ

Les conditions suivantes: & ewisie meZN\pZ tel que

(5) agep™@ A pour Lk #m

fournissent une classe d’applications isométriques par boules maximales
de @ dans G.
En effet, formons, pour ze@,yeG:

o=t = (=) (= 355+ Yowe),

k=1 k=1

ame@,

en posant 2, = 1 et comme plus haut 2, = "+ a2y 4 ...+ ay*2 45"
pour k3> 2, de sorte que 2z = ka" '+ (w—y)t, oh tred; si Pon suppose
z—yep@A, alors on a, pour %> 1:

o(zp) =0 8i pAk, o= >0 s plk.
A_1RL

Posant wz = apzp et U_z = — T
ay

pour k>1, on a alors, pour
n #0:

v(ug) = v(a,) 8i ptu, o) >v(a,) si pn.
Les condition (5) entrainent o(um) = v(an) =0 et o(u,) > v(a,) >0

pour m # 0,n #m, de sorte que 3 wu,e@ et Pon a
A£0
v(f(@)—f(®)) = v(@—y)

pour we@,ye@,n—yep'iA.
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3. Caractérisation de certaines classes d’isométries dans Q,.
3.1. Soit

fl@) = ag+ 0,3+ a, 8"+ a;0°,
Pour que f soit une isométrie de Z,, il faut et il suffit qu'on ait, pour
tout weZ,, pour tout yeZ,:
s+ @y (B +) - ag (22 + 2y + %) € Uy,

c’est-a-dire encore, si «; désigne un veprésentant de la classe modulo
p de a;, qu’on ait, quels que solent &, =0,1,...,p—1:
(6) ay -+ ay (k4 h) 4 ag(k2+ Eh -+ h2) == 0(mod p).
Toutes les congruences et incongruences qu’on va écrire s’entendront
modulo p.

1° 8i a3 =0, les conditions (6) s’écrivent o, a,l =0 quel que
soit 1=0,1,...,p—1, et on voit aussitét qu’elles sont satisfaites si
et seulement si a; == 0 et a, = 0.

2° Bi a3 %= 0, supposons p # 2, de sorte que (4a;, p)=1; alors,
multipliant par 4e,, les (6) équivalent &

(2a5k+ azh+ ay)? = of — 4oy ay— 205055 — 3odh?

ol weZ,, a;eZ, pour ¢ =0,1,2,3.

quels que soient k,h = 0,1, ..., p—1. Mais, 7 étant fixé, 203k +azh+ a,
déerit un systéme complet de résidus modulo p, de sorte que les conditions
précédentes équivalent &

(6)

quels que soient h,l=0,1,...,p—1. Supposons de plus p = 3; alors,
multipliant par 3, les (6’) équivalent &

(Bagh-+ ay) == 4a;—12 ¢y a3 — 31

3aih’ +2apa.h+dayag— a1 5= 0

quels que soient %,7 = 0,1, ..., p—1. Mais, I étant fixé, 3azh+ a, déerit
un systéme complet de résidus modulo p, de sorte que les conditions
précédentes équivalent &

(6")

quels que soient j,1=0,1,...,(p—1)/2.

Soit # Pensemble des résidus quadratiques de p, soit 4" ’ensemble
des non résidus quadratiques de p.

8i 3e., alors j? déerit Y = & w {0} et 31 dberit AT = A" U {0};
il est clair que §*+4- 37 déerit Pensemble de toutes les classes modulo p.

Si 3 e, alors j2 décrit #* et 312 décrit aussi 227; dans ces conditions,
424312 décrit encore Densemble de toutes les clagses modulo p, car, quel

doi—12a, ay == 731
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que soit Pensemble B de (p+1)/2 classes modulo p toutes distinctes, ol
p #2, on a B+B = Z[pZ.

Ainsi, dans tous les cas, les conditions (6') ne sont satisfaites pour
ancun triplet (a, ay, ay), de sorte que le cas envisagé au 2° ne donne
ancune isométrie de Z,, si p > 3. Il est facile de s’assurer directement
quil n’en donne aucune non plus si p = 2. Finalement:

85 p £ 3, les conditions aoeZy, aye Uy, ayepZy, agepZy, caractérisent
les isométries du troisiéme degré de Z, & coefficients dans Z,,.

8i p = 3, "étude directe montre que le cas envisagé an 2” ajoute,
aux isométries du troisidme degré de Z, obtenues d’abord, celles, ot celles-14
seulement, qui sont fournies par les conditions ayeZy, ¢;eh--3Zy, a,e3Z,,
tzeh+3Z,, ot h=1,2.

3.2, Soit
flz) = au+a1m+bm”m, ol @eZy; &y, 4y, beQy; melN.

Sapposons satisfaites les conditions suffisantes (4), qui s’éerivent ici
aoeZy, a,e Uy, beZ,. D’aprés Fermat, on a " e+ pZ,, de sorte que
f(@) eag+(a,+b)o+ pZ, pour tout weZ,.

Si a,+bepZ,, alors f applique isométriquement chaque boule maxi-
male de Z, sur la boule a,-+pZ,.

8i a;+beU,, alors f opére une permutation sur 'ensemble des Houles
maximales de Z,, et f est une isométrie de Z,. Ainsi les conditions
toeZy, Uy, a;+beU, sont suffisantes pour que f soit une isométrie
de Z,. Elles sont aussi nécessaires, car, si f est une isométrie de Z,, la
fonction polynomiale g, définie sur Z, par f(x)—a,= @g(z), prend ses
valeurs dans Uy, et l'on a

f(0) = apeZy,  ¢(0) = a,eUy,  g(1) = a;+beUy.

Finalement:

Les conditions ageZy, a,e Uy, a,+beU, caractérisent les isomélrics
. moo
de Z,, de la forme & — ay+a,a+ b2’ , ot meN.

3.3. Soit f(z) = 2™, ol weU,, meZ. Daprds les (5), i (m,p) =1,
alors f est une application isométrique par boules maximales de U, dans

. —1 .
U,. Si de plus le nombre ﬁ(?oﬁ——lv)’ des résidus modulo p de degré |m|
,p—
atteint son maximum p—1, c’est-d-dire si (m, p—1) = 1, alors f opére
une permutation sur l'ensemble des boules maximales de U,, et f est
une isométrie de U,.
Posons

Eﬂ = {kEZ*| (k;p) = (B, p—1) = 1}'
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Ls condition meB,, suffisante pour que f soit une isométrie de U,, est
aussi nécessaire, car, si f est une isométrie de U,, d’abord il existe p—1
résidus modulo p de degré |m], de sorte que (m,p—1) = 1; d’autre part,
on a )

b mn j—
B —y" = (2—y)en = (@—y) (" + (3—9)t)  pour zel,, yeU,,
ott tyeZ,, d’ol; si de plus x—yenZ,:
v(3™—y™) = v(w—y) -+ min (v(m), 1),
et, puisque le premier membre est égal & v(w—y), cela exige v(m) = 0,
c’est-a-dire (m, p) = 1. .
Ainsi @ — ™, ol meZ, est une isométrie de U, si et seulement si meH,,.
I1 en résulte que, si mel,, la fonction f est univalente sur Up; elle
admet alors une fonction réciproque, qui est elle aussi une isométrie

de U,. Done, si meH,, tout 2¢U, admet une seule racine m-iéme dans
Uy, quon notera "™, et @ — '™, o% meB,, est une isométrie de U,.

4. Exemples d’applications isométriques ou homométriques dans Q.
On g’intéresse ici aux fonetions non polynomiales. On suppose p # 2
(sauf dans 4.1), et on pose B;L,k=7lpk+pk+lzp, ot h=1,...,p—1
et keZ.

4.1. (a) # — z(z[, est une application homométrique de By, sur
h+pZ,.

(b) & — o™ |2l

est une isométrie de Z,.

4.2. (a) Soit

1 S 7 . PUIFERY P
, ol meEy, prolongée par continuité & l'origine,

'3
@
expr—1 = Z'ﬂ’

k>l
série convergente sur pZ,; on a a; = 0,4, =1 et pour k>2: .

1—%
v(ag) = —vk!) > ——r>1—Fk,
p—1

Q’olt v(ay) > 2—T; done @ - expx est une application isométrigue de
pZ, sw 1+pZ,.
(b) On voit de méme que z — wexpa est une isométrie de pZ,.

4.3. (a) La fonction logarithmique, définie sur 1--pZ, comme
fonction réciproque de la fonetion -exponentielle, peut étre prolongée
de manidre assez naturelle sur Q. On sait qu's tout z<U, est associée
une racine (p—1)-iéme de 1, bien déterminée, qui sera mnotée I, telle
que fywel+pZ,. Dés lors, la fonction F définie sur Q5 par

F(z) = IOng[xjmep


Pem


264 J. Chauvineau
vérifie 1a relation fonctionnelle ' (x)+F(y) = F(xy); elle fournit done un
prolongement de la fonction logarithmique sur 0Oy, dont les zéros sont les
nombres £p", ot h=1,...,p—1 et keZ. Cest cetbe fonction prolongée
qu'en p-adique nous noterons log désormads.

Si @, yeBuy, 00 @, puisque zfyel--pZy:

v(logz—logy) = v(log %) =0 (1 —1) = p(w—1y)—k;

done @ - loga est une application homométrique de By sur pZ,.

(b) I1 existe une application homométrique de By sur pZ, qui
transforme @ en loge, et, d’aprés 4.2 (b), il existe une isomdétrie de pZ,
qui fransforme logz en

logzexplogy = g“mlpmlm[],logm.

Or, quand » pareourt Bz, A'abord Lug, est constant dans U, et |z], = p~*
est aussi constant; done il existe une application homométrique de pZ,
sur p"*Z, qui transforme logwexplogs en wlogs. Finalement & — xlogs
est une application isométrique de By sur p"“Zx,.

(c) Soit aeUy,—1 et soib

aw-+log(14a) = (a41)z+ 2(_1)

k=2

]

Tl @
=

/]

série convergente sur pZ,; on a ay =0, a; = a-+1eU, et v(az) = —v(k)
pour k> 2; la condition —u»(k) > 2—Fk est vérifiée pour & =2 et pour
% =3, et elle Vest aussi pour & > 4, car alors on a logh < k—2, de sorte
que

logk
—o) > — B0 o _1ogk > 2—F.
logp
Ainsi # — awlog(1+2), oit aelU,—1, est une isométrie de pZ,.
4.4. Soit ael, et soit
2 meE 1 — N2
arer-1 = S,

Tez1

série convergente sur pZ,; on a @, = 0, ¢, = aelU, ot pour &k

o) = o((§)) > —otm),

@’ot, on V'a vu, o(ay) >2—k; done & — af, olt aeU,, est une isoméirie
de 1+pZ,.

_ 4.5 (a) Soit ael+pUp,, de sorte que v(loga) = v(a—1) =1. 1l
existe une application homométrique de Z, sur pZ, qui transforme » en

=2
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zloga, et, d’aprés 4.2 (a), il existe une application isométrique de pZ,
gur 1+pZ, qui transforme zloge en exp(wloge) = *; done @ — o
ott ael+pU,, est une application homométrique de Z, sur 1+4pZ,.

(b) On voit de méme, en utilisant 4.2 (b), que & — xd", ol ael4pU,,
est une isométrie de Z,.

(¢) On voit de méme, cn utilisant 4.3 (b), que & — 4" est une isométrie
de 1+pZ,.

4.6. Définissant sinz et cosw & Paide des séries entidres habituelles,
ici convergentes sur pZ,, et utilisant les conditions suffisantes (3), on
obtient:

(@) # ~ sinw est une isométrie de pZ,;

(b) & ~ weosz est une isométrie de pZ,;

(¢) # — tgz est une isométrie de pZ,, car, si #,yepZy, on 2

sin(z—y) ) — fu(sin(m“y)) =v(z—y).

tgx—tgy) = v|——-
v(tga—1tgy) U(cosmeosy)

5. Répartition dans A de certaines suites polynomiales 3 coefficients
dans 4.

5.1. Considérons d’abord les suites n —> @, = ay+ a;n—+a,n?, ol
@y, Gy, @y Zy; supposons p #2 et soit o; un représentant de la classe
modulo p de a;. Soit d’autre part h =0,1,...,p—1, et congidérons la
congruence
ag+ aynt a;n? = h (modp),

qui exprime que @,eB; (). Si a, %= 0(modp), alors (4a,, p)

=1 et cette
congruence équivaut & :

(2090 + @;)? = 2a,h+ of—4ay0; (modp).

Quand n parcourt N, alors (2a,m+ ¢;)? déerib Z* (pour cette notation,
¢f. 8.1); il existe done % tel que cebte derniére congruence n’admette
aucune solution, done tel que (N, h, 1), = 0 pour tout NeN.

1l en résulte que, si la suite (w,) est r.p.d. dans Z,, alors a,¢pZ,,
et dés lors a,< Uy, sinon cette suite serait répartie dans g, Z,.

Mais les conditions a,eUy, a,cpZ, sont suffisantes pour que & — &+
+ a i+ a,t? soit une isométrie de Z,, donc pour que la suite (x,) soit
t.b.x. dans Z,. Finalement:

8 p 2, les conditions aygeZy, a1¢Up, ayepZ, caractérisent & la
fois les suites du second degré en m, & coefficients dans Zy, qui sont (a) ou
bien r.p.d. dans Z,, (b) ou bien e.r. dans Zy, (¢) ou bien th.r. doms Zy.

On va voir que ’équivalence entre ces trois modes de répartition
est, en p-adique, une circonstance assez remarquable.
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5.2. Envisageons maintenant 1'extension algébrique finie X de Q,,
et soit @ = (wy, ..., ws_;) une base de K considéré comme espace vectoriel
de dimension s sur le corps Z/pZ des entiers modulo p.

A tout neN on associe les ¢;(n), olt leZ™*, définis par

n o= Zcz(n)pl ol 0<¢g(n)<p—1 pour tout leZ*,

1>0

c’est-d-dire qu’on éerit n dans le systéme de numération & base p, et
on construit la suite (u,) de 4, dite suite associde & la base © de K, en posant

sl
Uy = Zcz(w,) tus<l§)p" .,

=0

Par construction méme, la suite (u,) est t.b.r. dans 4. Quel que soit kelV,

. . A ’
les ks. premiers ,schiffres” de n--p™ sont respectivement égaux aux ks
premiers -,,chiffres” de n:

a(n+p") =¢@) powr I = 0,1,...,ks—1, pour #n, keN.

On en déduit aussitot que w, prsewu,+p"4 et plus généralement, en
élevant & la puissance jeN:

W pisethHp7A  pour  m, %, jeN.
Soit alors f(X) =o<§ la,-Xj un polyndéme formel en X & coefficients dans 4.
<J<mM
1° On a )

Fltnggis) = 3 ayuh, s ef(u,) +-p"0 4,

oI

d’ol, quels que soit aed, nelN, keN:

f(u,l)ea+pk/411 < f (U g ghs) w-i-pk“A.

On en tire immédiatement

14 k
ks g
(Hp ,a,——) —-‘H(pks,a,—q—)f pouwr aed,HeN, keN.

fou ou

Dés lors i i . : . .
P lors, pour que la suite (f(u,)) soit t.b.r. dans 4, il faut et il suftit que

ks k .
P a,—) =1 pour toub acd, pour tout kelN.
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) ‘ N .
92° 8oit NeN et posons H z[ﬁ_g], de sorte que Hp""<N<
(H+1)p*™. On a alors

H(pks, ay—) S(.N, a,—) < (HH+1) (plls7 aa_) ’
q Jou q [ou 4 /sou

d’oit Yon tire, quels que soient aed,keN:

k . k
lim (N,a,—) _—_.ooo(p"‘g,a,—) >1.
Nosoo q [you 4/ rou

Dés lors, pour que le suite (f (1)) s0it r.p.d. dans 4, il faub et il suffit
que l'on ait

. [/
(p"s, a, EC) >1 pour tout aed, pour tout keN,
fou

eb cette condition équivaut évidemment & celle qu’on a obtenue & la fin

du 1°
Posant, pour tout keN:

Cr ={ Z Z hi,y‘wipw}hm-=o,1,...,p—17
0 IR 1 0I5 -1

on obtient finalement le

THBOREME. Soit K une extension algébrigue finie de Q) et 0@t (Un)nen
la suite associde & une base w du corps des restes de K ; pour une suite poly-
niomiale en Uy & coefficients dans Vanneou A des entiers de K, soit (f (%) nenvs
Tes trois propriétés (a) étre r.p.d. dans A, (b) ére e.r. dans A, (c) étre t.b.r.
dans A, sont équivalentes, et pour que cette suite les posséde, il faut et <l
suffit que, pour tout a eCy, pour tout ke N, on ait

. 3
(1) (p’"s, a, -) =1.
4/rou
S K = Q,, alors 4 = Z,, ¢ =s =1; prenant wg =1, 00 & Uy = 1,

fou =f, 0, =1{0,1, ..oy p"—1}, et on obtient le

COROLLATRE. Pour wne suite polynomdiale en n & coefficient dans z,,
801t (f(n)),lw, les trois propriéiés (a) étre r.p.d. dans Z,, (D) éire er. dans
Z,, (c) étre t.b.r. dans Z,, sont équivalentes, et pour que cetie suite les posséde,
il faut et il suffit que, pour towt h =0,1, vov, p¥—1, pour tout keN,
on ait

(7) . (pkyh!k)f =1.
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6. Exemples de trés bonne répartition ou d’équirépartition dans des
compacts réguliers de Q,.

6.1. Les applications isométriques qui ont été signalées fournissent
immédiatement des suites t.b.r. dans des compacts réguliers de Q,. Nous
nous contentons d’en donner quelques exemples dans le tablean ci-dessous
olt Pon g’intéresse aux suites non polynomiales en =, et ol », désigné
le n-itme entier naturel non divisible par p.

Les suites n — ol sont t.D.r. dans
vy ™ melly, Uy
e Yt T meld, Z,
exppn P #2 1497,
NeXPPN, NCOSPH P #2 z,
sinpn, tgpn P F#2 vZ,
log(a+pn),

(a+pn)log(a+pn) acUp, p 2 17,
apn+log (1 + pn) aelUy—1,p #2 pZ,
(L+pn)* aelUy, p #2 1+pZ,
o ael+pUy,, p #2 1497,
(ag+ ayn) a” ael-pU,, ayeZ,,

Uy, p #2 z,
(1+.'p'”’)1+pn 1‘[“prv

La justification indiquée pour le dernier résultat de ce tablean
suppose p 2; mais on peut s’assurer directement que la suite
n—>}((1+20)'**"—1) est t.bx. dans Z,, en développant et montrant
que, quel que soit keN, ses 2° premiers termes sont respectivement
répartis Slzuns les mémes classes modulo 2° que les 2° premiers
ge;;I;esZ 2-d une certaine suite polynomiale en n, soit (fi(n)), t.b..

6.2, pe méme, cerbaines applications homométriques permettent
de cqnstrmre facilement des suites qui sont e.r. dany certaing compacts
réguliers de Q, sans y &tre t.b.r.; en voici quelques exemples :

Les suites n — ol sont e.r. dans
(2 lnlp)™ (nlnlp)™ | med, U,
logv,,, v,logy, D #2 2,
logn, ninl,logn P FE2 pZ,
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Mais, supposant p 2, la suite (nlogn) n’est pas e.r. dans pZp;
(nlogn,

pour la suite homothétique (w,) =

), on trouve, pour yeZy,,
% entier > o(y):

(N, v, k)e — (p“l)(”(7)+1)

lim T y

Nosoo P

de sorte que la suite (#,) admet en tout point y Z, une densité de réparti-
tion dans Z, (cf. VIII-2.1):

oty = EDEOFL).

D

7. Quelques suites remarquables de U, ou de Z, Introduisons
encore quelques notations. Si #¢U,, on désigne par [ la racine (p—1)-
-idme de 1 qui appartient & la boule o+ pZ,, de sorte que (=1 eb
Calay = 1. Si # est une racine (p—1)-idme quelconque de 1, on désigne
par %(z) le groupe eyclique engendré multiplicativement par z; son ordre
est donc un diviseur de p—1; on a ¥(l) = ¥({w) pour 2ely, et #(L)
est le groupe des racines (p—1)-iémes de 1.

On suppose p # 2.

7.1. On peut résumer de la maniére suivante les résultats obtenus
par Y. Amice [1] concernant la répartition de la suite (CHE

Sip # 2, pour la suite (a"), 0 aeQy, los trois propriéiés (a) ére r.p.d.
dans Uy, (b) étre er. dans Uy, (c) étre t.b.r. dans Uy, sont équivalentes, et
pour que cette sudte les posséde, il faut et il suffit qgue ael+p U,.

Plus généralement, si aelp+2*Up, ol h=1,2,...,p—1 et keN,
alors la suite (¢") est t.b.r. dans

U (Coy+2"2) = 9(6)+0" 2
1<l<p—1

autrement dit, puisque k = v({,a—1), on a:

Sip % 2, la suite (a), 0% acUNF (L), est 1.b.r. dans &(La)+ PN Z

72. Soit @, = (6p--a;n)a”, ol ael+pUp, @eUp, a1epUp; la
suite (2,) est répartie dans Up.

1° Prenons yeU,, FkeN, HeZ*, et caleulons le nombre
(H(p—1)p" v, K)o des n tels qu'on ait & la fois

(8) 1<a< Hip—1)p*?
et
9 (a@p+ aym) exp (nlog o) ey +1°Z,.

Pour que la condition (9) soit satisfaite, il faut et il suffit gu’on aib
4 la fois

(9) "= Z(y)fa,,
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et
9" (809 Lyt alg"aon)exp (nloga)eyl, —1—])’“'Z1,,

La condition (9') exprime quil existe 7, =1,2,...,p—1 et meZ
tels que
n = n,+(m—1)(p—1),

et on g’assure sans peine que la condition (8) équivaut alors &
1< m < Hp™ .
Dautre part la condition (9”) équivaut &

ayn

10g(1+ ) +nlogaelog — -+ p*Z,,
N

o
c’est-a-dire encore
Y I3 ‘
Uy elog — "2y,
7}
en posant

ayloga
,

a
Yn = a—l ("7'y+ (m—1)(p— 1)) et Uy, = 108 (L4 Ym) + Ym+
0

On a done, quels que soient yeU,, ke N, He Z*:

(10) (H(p_l)pk_la 7y k)m = Hpk_ls 10g»_y_7 k

o Ju

2° Deés lors, si aglogafa, e Uy—1, c'est-d-dire si aefexp (— aqfa,) +p Uy,

on sait (cf. 43 (¢)) que y —log{l+4y)+(acloga/a,)y est unc isométrie

de pZ,; puisque la suite (y,) est t.b.r.-dans pZ,, la suite (u,,) Pest aunssi,

et le second membre de (10) égale H. On a done, pour tout v <U,, pour
tout keN, pour tout HeZ™:

(Hp—1)p""y, K= H,
d’olt le résultat suivant:
C 8 p 2, la suite n—> (@ ayn) d”y o age Uy, 6, epUy,, ae(C+pU,) A
~ (Cexp (—Z—:) —|—pU,,), est t.bo. dans U,.
. On remarquera que { et fexp(—a,/a,) appartiennent & deux boules
disjointes de rayon p~* de la boule £+ pZ,.

. 7.3. On sait (ef. 4.3 (b)) que # — zlogz est une application isomé-
trique de h+pZ,, ot b =1,2,...,p—1, sur pZ,; puisque le transformé
de .C(h) est 0, on voit que, plus généralement, z - xloge est une appli-
cation isométrique de Lpy+p"Zp, ot b =1,2,..., p—1 et keN, sur p°Z,.
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Il en rvésulte que, si la suite (@,) est e.r. dans (J ((j(h)—]-ka,,),' olt keN
heH

et ot H désigne une partie non vide de {1,2,...,p—1}, alors la suite
(mplogw,) est er. dans p“Z,. )

Prenons maintenant @, = «", olt aeU\N¥({); on sait (cf. 7.1) que
la suite (a”) est t.b.r. dans %({)+p"¢«*"VZ,; on en conclut que la suite
(na*loga) est exr. dans p™«*~YZ,, et, puisque v(loga) = v({,a—1), la
suite (na”) est e.r. dans Z,.

On s’assure aisément que ce résultat reste d’ailleurs vral si ae%({).
Finalement on obtient:

Sip #2, la suite (na"), ot aeU,, est er. dans Zy.

Dans le cas ot I'on a plus particnlitrement ael+pUp, la suite (na™)
est t.b.r. dans Z, (ef. 6.1).

7.4. Soit v,(g) le n‘iéme entier naturel non divisible par ¢, ot ¢ entier
> 2, et soit ael{-+pU,. Remarquons que, si (g,p—1) =1, alors " est
une racine (p—1)-idme primitive de 1, et si de plus (¢,p) =1, alors
et pU,; il en résulte que, si geBy, alors la suite («™) est t.b.r. dans
U,. On en déduit sans peine le résultat suivant:

Si p # 2, la suite n—> o™, on ael+pU, e gelly n (N+1), est
e, daw's Uy.

Cette suite n’est d’aillenrs pas t.b.r. dans U,.

7.5. Soit v,(n) exposant de la plus haute puissance de g divisant »,
ot ¢ entier > 2, et considérons la suite n— a"pU™, ou ael+pU, et
qeBy, qui est répartie dans Z,. D’aprés 7.4, quel que soit keZ*, la sous-
suite m— p"a?’m@ fournie par les n tels que vy(n) =k, est er. dans
p"U,. On en déduit aisément le résultat suivant:

Sip # 2, la suite n— a"p'd™, ot ael+pU, et eBp~ (N+1), admet
en tout point yeZ, une densité de répartition dans Z, (ef. VIII-2.1):

_ g—1 (p)”(v)nhl

=5-1 =

e(y) P

CHAPITRE VI

THEOREME DE KOKSMA POUR LES PARTIES ENTIERES
DANS R ET DANS Q5

On se propose, dans ce chapitre, de montrer que le théoréme métrique
de Koksma concernant I’équirépartition (modl) s'étend aux guites des
parties entiéres, dont on va donner une définition généralisée, d’'abord
dans R, puis dans Q.
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1. Notations et définitions utilisées dans R. On désigne par » un
systéme de représentants du groupe quotient R/Z des réels modulo 1;
notamment,  pourra &tre Iintervalle vy = [0, 1[. Tout xR admet une
décompogition unique

¢ = [@],+<@, ou [w].eZ, {m),er.
[#], s'appellera partie entitre de @ relative & .
On a en particulier [#],, = [#] et {@),, = (&, de sorte que
@y, = {w> (modl).
Rappelons qu’on pose, pour tout ze<R:
e(x) = &
d’olt résultent, sur R, les inégalités
le(w) —1| < 2nmin (&), 1— &)) < 2n |»|.

Notre étude dans R utilise deux définitions dues & I. Niven [18]. Soit
une suite (Zu)nav de Z. 8i NeN, k entier >2 et h=10,1,...,k—1, on
désigne par (N,h, %), le nombre des n tels qu'on ait 1<n<N et
@, = h(mod k).
(2) La suite (,) de Z est dite équirépartie [e.x.](modk) dans Z si,

pour tout h=0,1,...,k—1, on a

tim o H B 1

Neoo k
Pour qu’il en soit ainsi, rappelons-le, il faut et il suffit qu’on ait, pour
tout h=1,..., k—1:

%

Nasoo N

. ( hmn)
e

(b) La suite (z,) de Z est dite équirépartie [e.x.] dans Z si elle est
e.r. (modk) dans Z pour tout entier % > 2.

2. Théoréme de Koksma dans R.

2.1. Désignons par = l'algébre des réunions finieg d'intervalles
qu.elconques (éventuellement ponctuels) de R. Soient Hes? , Fest ot
soit w un réel > 0; on dira que F et F sont congrus (mod w), et on éerira
E = F(modw), 'l existe une partition finie de I en intervalles quel-
conques Iy, une partition finie de F' en intervalles quelconques J, et
une suite finie d’entiers rationnels az, ot b =1, «.vy H, telles qu’on aib
I = I3+ a0 pour tout b = 1,..., H. Dans ces conditions, les ensembles
E et F, qui sont évidemment mesurables au sens de Riemann [mesura-
bles-#], ont des mesures-Z égales.
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LeMME 1. Soit v un systéme de représentants de R|Z tel que resf;
pour que lo suite (2,) de R soit er. (modl) dans R, il faut et il suffit que,
pour tout entier k=2, la suite ([kw,],) soit er. (modk) dans Z.

Notons d’abord qu’on a *= [0, 1[ (modl), et r est de mesure 1.

Nécessité. Supposons que la suite (x,) soit er. (modl) dans R;
pour cela, il faut et il suffit que la suite (<z,>,) soit e.r. dans r, donc encore
que la suite (% <(@,),) soit e.r. dans kr.

La partition # de R en k ensembles r+kZ 41, o 1=0,1,...,k—1,
fournit une partition de kr en k ensembles 4 (1) e respectivement congrus
(mod %) & r-+1. Fixons I, et considérons les k<w,>, qui sont répartis dans
A (1), de mesure 1; puisque A (I) = r-+1(modk), les [k<z.),], correspon-
dants sont tous congrus & I(modk). Dés lors, ’équirépartition des & <w,),.
dans kr, de mesure k, entraine I’dquirépartition (modk) des [k<{@n>,],.
dans Z.

Mais on a

[k (@ndply = [hon—E [n], ], = [kon],— ko], = [k, (mod k).

Done enfin la suite ([k2,],) est e.r. (mod%) dans Z.
Suffisance. Posant ici, pour k entier > 2 et h =1, ..., k—1:

sx(h, ) =—117 D e(% [kmn],),

1<n<N

1 ) h
sy(h, k) =— ¢ () (e (—— - (kfon>,,) —1),
1gngN
on a
sy(h, k) = on(h)+sy(h, k),
d’ol
lon(m)] < lsn(h, B)|+Isx (b, B)].
Puisquil appartient & 7, le systéme de représentants = est borné; posant
M = stli'p [t|, on obtient

, 1 h 1 2mch onhM
s Bl < Y e <5 3 ST 1 <
N Jgnzng k ¥ <N k k
de sorte que
. onh M
low (B)] < lsx (B, B)|+ 5

Si la suite ([%a,],) est e.r. (modk) dans Z pour tout entier % > 2, alors,
pour tout heN et pour tout entier k¥ >, on a zlvlm sy(h, &) =0, et la

Acta Arithmetica XIV.3 18
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limite supérieure de |ow(h)| quand N — oo est au plus égale & 2xhM [k
cela exige, puisque, » étant fixé, & est arbitrairement grand, qu’on aif
lim ox(h) = 0 pour tout heN, et la suite (2,) est e.r. (modl) dans R
Nesoo .

2.2. Ce lemme étant établi, soit I un intervalle de R et soit une suite
(fn) d’applications dérivables de I dans R; on pose Fo, = f,—F,.

Introduisons les deux conditions suivantes:

(K1) Pour tout couple d’entiers naturels (m, n), o% m +# n, la fonction

: F;m est monotone et de signe constant sur I.
(K2) I existe un réel ¢ > 0O tel que, pour tout couple d’entiers noturels
(m, ), 0% m #n, on @it |Frn()l = ¢ pour tout wel.

) On sait ([14]) que, si ces conditions sont satisfaites, alors la suite
,(f,,(m)) de R est e.r. (mod1l) pour presque tous les xel, c’est-d-dire sauf
pour ceux qui appartiennent & une partie de I dont la mesure de Lebesgue

[mesure-.#] est nulle, et il en est de méme de la suite (—]E%i-af)—), ou % entier

> 2. Dég lors, soit reo/; d’aprés le lemme 1 (nécessité de la condition),
pour tout entier k3> 2, la suite ([f,(x)],) est e.x. (mod %) dans Z pour presque
tous les zel. Puisqu'une réunion dénombrable d’ensembles de mesure-Z
nulle est elle-méme de mesure-# nulle, il en résulte que l’engemble des
wel tels que la suite ([f,(w)),) ne soit pas er. dans Z a une mesure-&
nulle, et le théoréme de Koksma dans R peut &tre complété comme suit:

TrRoREME 1. Soit v un systéme de représentants de R/|Z tel que resf,
soit I um intervalle de R et soit une suite (f,) dapplications dérivables de I
dans R; st I et fy vérifient les conditions (K1) et (K2), alors, pour presque

tous les wel, la suite (fu(o)) est er. (modl) dans R e la suite {[fa(®)],)
est e.r. dans Z.

3. Notations et définitions utilisées dans Q,,. L’ensemble des rationnels
qui, aprés réduction, ont pour dénominateur une puissance entiére > 0
de p sera noté Q. )

On désigne par 7, un gystéme de représentants du groupe quotient
Qp/Z, des p-adiques modulo 1, qui est isomorphe au groupe OmlZ;
notamment, 7, powrra &re I'ensemble 7, = [0, 1] ~ Ow)-

Tout #e¢Q, admet une décomposition unique

&= [w]rp+<w>rp on [m],.pé' » <m>rp E’rﬁ’"
[m],,ﬂ s’appellera partie entiére de x relative ¢ rp. :
En particulier, posant (@), = [#]p b @Dy, o = (B>p, de sorte que
<m>rp = (&) (‘mOdl)y
on. obtient la décomposition unique

@ = [zlp+<x>, o [2lpeZy, Wperp.

hl"l@

Répartition dans R o dans Qyp 275

[], &b ()p sont dits respectivement partie entiére p-adigue et partie prin-
cipale p-adique de .
On a, pour @, &y, YeQy:

L@+ 22) Y Dp = &1YDp+ {B2YDp (modl),

et @ — (BY Dy, O ¥ eQp, est un homomorphisme continu du groupe additif
Q, dans le groupe additif R/Z; de plus on 2

(@ — @)Y €Zpp = B, YDp = {LaY)p DOUr &y, By, YeOp
et
(oydp = B YOpyp DPOW  Lelp, yeQyp.

Enfin on pose, pour tout weQy:
ep(co) — eziTE(x)”,

Si w€Qp), alors on a [#] = [#], et (&> = {(&)p, done aussi e(w)_'= ep(2).

Notre étude dans Q, utilise d’abord deux Aéfinitions qui sont les
analogues p-adiques des définitions de T. Niven menfionnées plus haut
(cf. 1). Etant donnée une suite (2,)ny de Z,, rappelons que, si N sl\],
anp, keN, on désigne par (N, a, k)s le nombre des n tels qu’on ait
1<n<N et wnea—}—p"Zp.

(a) La suite (z,) de Z, est dite dquirépartie dordre k [k-ex.] dans
Z, si, pour tout aeZ,, on a

g B 1
Neoeo N pk

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit (cf. VIII_—3.1) qu'on ait, pour
tout h=1,...,p" —1: .

X 1 hiy,
lim — 2 ep|l—51=0.
Nesoo 1<n<N p

(b) La guite (z,) de Z, est dite équirépartie [e.r.] dans Z, si elle est
k-e.r. dans Z, pour tout keN. ' N

D’autre part, nous introduisons la notion d’équirépartition (modl)
dans Q: '

La suite (z,) de Q, est dite équirépartie [e.xr.] (modl) dans Qp si la
suite . ({@;>,) est exr. dans [0, 1]. )

Pour qwil en soit ainsi, il fant et il suffit, puisque e(h {Badp) = p (hn)
gqu'on ait limoy(h) = 0 pour tout heN, en posant icl :

N—oco

1 2
aN(m, 71:) = 61,(;0%",).
1<ngN
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4. Théoréme de Koksma dans Qp.

4.1. TeMuE 2. Soit v, un systéme de représentomis de Qp 12, inclus
dans un systéme de représentants v de R|Z t6l que ve<sf; pour que la suite
() de Qy soit e.r, (mod1) dams Qy, 9l faut et 4l suffit que, powr tout ke N,
la suite ([pkmn],.p) soit k-e.r. dans 2.

Nécessité. Supposons que la suite (@,) soit e.r. (modl) dans Q,;
pour cela, il faut et il suifit que la suite ({@p>,,) 806 e.r. dans 7, done
encore que la suite (p* LB ry) soit e.r. dans p'r. . ‘

La partition # de R en p" ensembles r-+-p°Z-1, on I =0,1,...
..., p*—1, fournit une partition de pr en p* ensembles A (1) es? I‘G;‘BpectL
vement congrus (modp®) & r--1. Fixons I, et considérons les p*<oy),,
qui sont répartis dans A (1), de mesure 1; puisque A () = vl -+ I(mod p®),
les [p'“(m,,),p],. correspondants sont tous congrus % I}(modp °). Dés 1(')1‘67
Péquirépartition des " {BpDy,, dams pPr, de mesure p°, entraine 1’équiré-
partition (modp") des [p*<@.),], dans Z. . -

Or, si teQy, on a [t], = [t],,; done iel [P <@adpy e = (07 <8000 Doy
de sorte que P’équirépartition (‘modgp’”) des [p” (wn},.”],. dans Z équivaut
3 Péquirépartition d’ordre & des [P (@1, dans Z,.

Mais on a

[pk (mn>rp]rﬂ = [pkmn"’?k[mn]rp]rp = [pkmn]rp'_fpk [mn:'rpE[pkwn]rln“{_pth'
Done enfin la suite ([p*a,),,) est k-e.r. dans Z,.
Suffisance. Posant ici, pour keN et b =1, s, p—1

- 1 h 13
sn(h, k) ::7\77 Z bp (‘p’;};’ [p mn]rp)y

<ngN

', 1
sy(h, k) =_,Z-\T~

h
ep(hwy) (e (— — <p’“mn>,.1,) - 1) ’
1NN P

on a
sy (b, &) = ox(h)+sy(h, &),
d’on
lox ()] < 1wy )|+ I8 (hy K)1.

* §i on pose comme précédemment M = sup|¢], on trouve ici |sy(h, k)]
ter

2nh M
< P de sorte que

2nh M
lon(B)] < lsw (R, k)[+"—nﬁﬂ_"
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Si la suite ([pkwn]rp) est k-er. dans Z, pour tout ke, alors, pour

logh
tout heN et pour tout entier & > g , on a limsy(h, &) = 0, et la
logp Nosoo
I - . 2nhM
limite supérieure de |ox(R)| quand N — oo est aun plus égale & ——s—;

cela exige, puisque, h étant fixé, k est arbitrairement grand, gu’on ait
limoy(h) = 0 pour tout k<N, et la suite (2,) est e.r. (mod1) dans Q,.
N-soo

4.2. Le lemme étant établi, soit B une boule de O, et soit une suite
(fa) d’applications continues de B dans Q,; on pose Fy, = fup-—f,. Soit
d’autre part E un ensemble de couples d’entiers naturels (m, n) contenant
la diagonale de N X N; on pose, pour tout NeN:

By = card{(m,n)eEB] m <N et n < N}.

Introduisons les deux conditions suivantes:

(C1) A tout couple dentiers naturels (m,n)¢H est associé un entier
rationnel Amq tel qwon ait, pour weB,yeB:

|Fm,n (@)— Fm,n WNlp = le’” le—yly

et tel que Ayn —> oo quand max(m,n) —+ oo,
(02) Lo série de terme général By|N°® est convergente.
On sait ([3]) que, si ces conditions sont satisfaites, alors la suite
(fa(x)) de @y est e.r. (mod 1) dans @, pour presque tous les we B, c’est-a-dire
sauf pour ceux qui appartiennent &4 une partie de B dont la mesure .de

Fn(®) )’

Pk

Haar [mesure-#] est nulle, et il en est de méme de la suite (

oll keN. Dés lors, soient resZ eb r, = r; d'aprés le lemme 2 (nécessitéd
de la condition), pour tout keN, la suite ([f.(®)],,) est k-er. dans Z,
pour presque tous les weB.

Il en résulte que Pensemble des zeB tels que la suite ([fn(m)],_p) ne
soit pas e.r. dans Z, a une mesure-# nulle, et le théoréme de Koksma
dans Q, peut étre complété comme suit: -

TutoREME 2. Soit v, un systéme de représentants de Qy/Z, inclus
dams un systéme de représentants v de R|Z tol que resZ, soit B une boule
de Q, et soit une suite (f,) A’ applications continues de B dans Qyp; st B, B, fu
vérifient les conditions (C1) et (02), alors, pour presque tous les zeB, la
suite (f,(x)) est e.r. (mod1) dans Qy et lo suite ([fu(2)],,) est ex. dans Zy.

5. Applications du théoréme de Koksma dans Q,. Il est entendu
que, dans ce dernier paragraphe, 7, est de la forme que lui assigne le
théoréme 2. ’ '
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5.1. Démontrons d’abord le
COROLLAIRE. Noit une suite (a,) de Qp telle que Lima (a,) = —oo;
. [

$'l ewiste un couple réel (¢, 8) wérifiant ¢ =0 ef 0 <<s <1, tel quw'a partir
dun certain rang en m et Aun certain rang en n, o ait
im—n| > cmax (m’, n°) = v(am) # V(an}

alors, pour presque tous les 2eQyp, lo suite n.—> a0 08t 6.7 (modl1) dans
0, ¢t lo suite -~ [a,@],,, €St 6.1 dans Zy.
Prenant f,(@) = an%, 00 2

B () — P ()5 = 2™ o=,

en posant Apma, = — 0(@m—an).
St v(am) # v(an)’ on 2 }“m,n = —‘min(”(am.)7 W(an)) ~> 0o quand
max (m, n) — co. Ainsi (C1) est vérifiée en prenant

B = {(m,n)| v(am) = ()}
Comme par hypothése
0(am) = v(am) = Im—n| < omax (m’, n°)
pour, disons, m > m, et n > ny, on voit que
Bl ={m,n)| m<moun<n ou m—n|< cmax (m’, n’)}.

Supposons m < N, n < N; le nombre des couples (m, n) vérifiant la pre-
midre condition indiquée est m,N; de méme, celui des couples (my n)
vérifiant 1a seconde est #,N; enfin, celui des couples (m, n) vérifiant la
troisitme est au plus égal & N(2eN°+1) = O(N°t!). Done on a, avec
des notations évidentes:

By < Fy = O (N

et (C2) est vérifide, puisque s < 1.
En particulier, appliquant ce corollaire avec s =0,¢ = p—1, on
voit que, pour presque tous les xeQy, la suite

X
" a1 @t o). (@t

ol ke N, aeZ,\(Z")*, est e.r. (mod1l) dans Q, et la suite associbe

M[ @ ]
(a+1)*(a+2)" ... (a+n)* ],

est er. dans Z,.
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5.2, Soit fu(#) = on’a”, ol keZ, acQ,N\Z,. On a
Fns(@) — Fona )l = 2 ™" 0 — 1,

en posant Ang, = —o(m ™ —na").

Si ko(m)+mo(a) # ko(n)+nv(a), on a

g = — min (kvy,+mo(a), ko (n)+nv(a)),
d’ou
1
ogm w(a)+ klogn )
logp

Puisque v(e) < —1, on voit que A, ->oo quand max (m, n) — oc.
Ainsi (C1) est vérifiée en prenant

B = {(m,n)] (m—n)v(a) = k(v(n)—v(m))}.
Supposons m <K N,n< N eb (m—n)v(a) = k(v(n)—v(m)); 3 un choix

de m et de v(n) correspond au plus une seule valeur de »; comme les
valeurs possibles de m sont 1,2,..., NV et les valeurs possibles de v(n)

log N
sont 0,1,..., Togp |’ on &

Ay <N ([———logN]—i-l) — 0(Nlog)
logp

: %
Ay = —min (mv (a)+ ,
logp

et (02) est vérifibe. Ainsi, pour presque tous les @ <Qyp, la suite n — ona”,
ot keZ, acQpN\Zy, est e.r. (modl) dans Qy et lu suile associée n — [am’“a"]rin
est er. dans Z,.

5.3. Soit fu(x) = y@h'a", ot yeQp, heZ, et soit B, une boule de
rayon 1/19'”2 contenue dans la couronne ;p" Uy, ol keZ.

Prenons %eBy, yeBg, # %y, et formons

P (@)= Fup(y) _ ym@"—y™) _ y(o)*@"—9")

z—1Y T—1Y ) &=y
On verra (cf. VII-8.1) qu’on a, dans ces conditions:
k(3 N :
v(m Y ):v(‘fn)—{—(n—l)k,
z—y
d’ol
W
U(M——U) = W (n!)+ o)+ (n—1)k,
zc—y ;
soit @{n). '

Dég lors, si @(m) # @(n), on a
lFm,n(w)—Fm,n(y)lp = pZm’"' [@—Ylp,
en posant . :
/lm,n = "7’(7’)—min(‘p(m): fP(n))
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Or on voit que
e(n) =n (7c + p—li—l) + O (logn).
Supposons k < —h/(p—1); alors Apmy —> oo quand max (m, n) = oo,
Aingi (C1) est vérifiée en prenant
B = {(m,n)] p(m) = ¢(n)}.
La condition indiquée s’écrit explicitement

(n!Yn
’D((m!)hm = (m—n)k,
. (n—m)h
ol le premier membre est de la forme 7—1— ~}-0(10g1nax(m, fn)); elle

g’écrit done encore
m—mn = O(logmax(m, n)).

Supposant m < N, n < N, il en résulte qu'on a ici

By = 0(NlogXN)
et (C2) est vérifide.

Le résultat de Koksma g’applique done & presque tous les zeBy
e p*U, quel que soit & < —h[(p—1), c'est-a-dire finalement & presque
tous les <Q,\p"Z,, ot K est 'entier rationnel défini par K—1<
—hj(p—1) < K. Ainsi:

Soient y<Qp, heZ et soit K le plus petit entier rationnel = —h/(p—1);
pour presque tous les ©eQp\pE 2y, la suite n - y(n!)*a" est er. (modl)
dans Q, et la suite n — [y(n!)hm”],.19 est e.r. dans Z,,.

Le cas h =0, ot K =0, étend aux parties entidres un résultat
remarquable obtenu par F. Bertrandias [3]: soit yeQpn; pour presque
tous les €eQ,\Zy, la suite n— ya" est er. (modl) dans Q, et la suile
n— [ya"],, est ex. dans Zy.

CHAPITRE VI
C-EQUIREPARTITION MODULO 1 DANS Q,

1. Notations. Dans les chapitres VII et VIII, on désigne par v,
ol heZ*, ’ensemble des rationnels de [0,1[ qui, aprés réduction, ont
pour dénominatenr p", et on pose

K % |
rp,= U ) pour tout keZ™,
ohssh
)
TP = U T%J)y
hx0

hl"l@
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de sorte que 7, =[0,1] ~ Q‘(m. (On remarquera done que r, désigne
désormais le systéme particulier de représentants du groupe quotient
0,/Z,, qui se trouvait noté r,, dans VII-3.)

On désigne par x la mesure de Haar sur Q, normalisée sur Z,.

Rappelons que T est le cercle unité, et que yx est la fonction carac-
téristique de Vensemble E. On notera Isom (F, F) la classe des applications
isométriques de E dans F (B < Q, et ' = Q). )

Il est rappelé enfin qu’on pose, pour tout seR:

G(w) — eZ’iﬂm
et, pour toubt xeQy: _

g”(m) — 6217:(9:)1)’
de sorte que e(x) = e,(x) pour toub weQyy,.

2. DEFINITION. Soit 4 une partie p-mesurable de Q, telle que u(4)
>0, et soit F une application u-mesurable de 4 dans Q,, de sorte que
I’ensemble

{wed| F(z)eatp 2y}
est u-mesurable quels que soient aeQp, keZ. Pour tout T'eZ, on pose
dp =4~ "7y,
et, pour tout couple réel (a, d) tel que 0 <a < b <1:
(T,a, b = pl{medr| o< Fa)dp < b,
de sorte que
(Tya, )% = D pliwedr| Fla)er+2y)).
a<rb

La fonction F est dite C-équirépartie [C-e.x.] (modl) si, pour tout
couple réel (a,bd) tel que 0 <Ca<<b<1, ona

(T8, b)F
@ lim 122 = b—a.
) T #(4r)

Cette définition n’est effective qlii si p(4) = oco. En effet, 51 0 < p(4)
< oo, alors (1) exige que I’on ait, pour tout z<r, et pour tout ae]0, 1—7]:

pllwed] * < <KF@)dp < r4a}) = ap(4),
d’ot quand 0 < a - 0:
m(r) = p({wed] F(@)>p =1}) =0,
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ol m(r) désigne la masse de répartition (mod1) de ¥ au point 7, en con-
tradiction avee 3 m(r) = u(4) > 0.

rep,
S8id=0,, dott Ap =p7 " Z,, Yindice supérieur Q, sera sous-enten-
du dans la notation (T, «, b)%, et 1a définition (1) s’éerira

T, a,b);
(1) : lim~(——’—z—;7-)i=b~a.

Rappelons que tout ouvert 4 de @y, ¢’est-2-dire toute réunion, finie
ou infinie, de boules ouvertes (autrement dit non ponctuelles) de 0,,
est p-mesurable, avee u(4) >0, et que toute fonction J' continue gur
un ouvert 4 de Q, est p-mesurable sur 4. La définition (1) intéresse
donc notamment toute fonction & continue sur un owvert A de Q,.

3. Critéres de C-équirépartition (mod1).

3.1. Soit 2(T, C) la classe des fonctions & valeurs complexes continues
sur T.

CRITERE 1. Pour que F, p-mesurable sur une partic u-mesurable A

de Qy telle que p(d) > 0, soit C-e.r. (modl), il faut et il suffit que, pour
toute fe% (T, C), on ait

(2 lim ———
) Too th AT)

ff<1’(w>pdw—ff

Dans les conditions précisées, 'intégrale de Haar qui figure au premier
- membre existe; en effet, d'une part 4y est borné et u-mesurable, d’autre
part application fo <I">, de Ay dans f(r,) = € est bornée sur Ay, puisque
f est bornée sur T, et elle est aussi u-mesurable sur Ay, car, si acf(rp)
et si Pon pose f~(a) = {rery| f(r) = a}, on a

ul{oedal J(<P@)) = a}) = pl{@edn] Flo)ef(a)+ Z,))
= D' ulfwedy| P(w)er+2,)).

'rsf'"l(a)
Le procédé de Lebesgue fournit alors lintégrale do ITaar, olt nous con-
venons d’écrire de pour du(w).
Il suffit d’établir le théoréme pour les fe® (T, R).
Nécessité. Partageons [0,1{ en # intervalles bgaux [ag, b, &

=1,2,...,n et soit My [resp. m;] la borne supérieure [resp. inférienre]
de f sur [ak, bi[. On a, pour tout wedy:

2 PP @De) P @) < 3 Mgy (<F @3-

Ihgn

icm®
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Divisons par u(4r) et intégrons sur 4y, en remarquant que

fW[ak,bk[(<F<m)>p) dw = (T, o, bi)%;
At

(T, ar, b7
ZMk u(4r)

I<k<sn

il vient
(T, 00 ot
< FRCREL:

Quand T — oo, le premier et le troisiéme membre tendent respectivement

vers > mp(by—ay) et Y My(by—az), et ces sommes, quand n —> oo,
1<hen 1<k<n

1<ksn

1
tendent 'une et ’autre vers f f(t)dt; il en résulte qu’on a (2).

Suffisance. Soit 0 < a < b<1; il existe deux suites de fonctions
In, I, de (T, R) qui encadrent wyy sur T et dont les intégrales sur T
1

tendent I'une et 'auntre vers f Yo (1)@ = b—a quand & — oo. On a, pour
¢ .
tout wedr:
1e( <P (@) Yp) < Ppoy(<F (@) ) < L[ <CF ()
Divisons par u(dq) et intégrons sur Ar; il vient:
(T ) &, b)Y
(A ) ©(4z)

Quand T — oo, le 1)rem1er et le troisidme membre tendent respectivement

1
flk (CF () p) das m ka(<F(m)>p)dm

vers f L (t)dt et f I (t)dt, et ces intégrales, quand % — oo, tendent l'une

et l’a,utre vers b——a, il en résulte qu’on a (1).

3.2. On en déduit un critére de Weyl:

CRITERE 2. Pour que F', u-mesurable sur une partie u-mesuradle 4 de Qy
telle que p(4) > 0, soit C-e.r. (mod1), i faut et i suffit que, pour tout heN,
on ait

(3)

hE =0.
T.m,u AT) f%( (‘”

Nécessité. Prenant f(1) = e(ht), ol heZ*, la condition (2) donne (3),
puisque

‘ 1 (It) 1'
o(h B (@)>p) = ep(hF (@) et of o(t)ds = [;z;h]o =0

Suffisance. #(T, C) est un éspaee vectoriel sur le corps C, que
nous munissong de la norme de la convergence uniforme ||fl| = sup 1F (@)1

Soit 7 (T) I'espace vectoriel des polynémes trigonométriques, ¢ es’ﬁ - dlI‘?


Pem


284 J. Chauvinean

des combinaisons linéaires & coefficients complexes des fonctions ¢ — e(ht),
ol heZ. On sait que J(T) est un sous-espace de (T, C) partout
dense dans (T, C).

Soit fe#(T, C€); il existe une suite de fonctions f,e7 (T, soit

Rty = D yelh),

—H<hslT

qui converge uniformément vers f sur 7' quand % > co. On a

f Fol<B (@)p)dm =

1
¥ J N0 | R—— j 6’1)(])]1 ( ))((ﬂ' =y
— H<<heIT (A.l) 0)

lim ——
Toeo 44 Tsco fh dp

eb d’autre part

1 1
[h@ar = > o [etyit = y,,
0

—H<h<H 0

de sorte que f;, vérifie la condition (2).
Soit & > 0; il existe un entier K, tel que, pour & > K,, on ait

Te(<F () >p)— ¢ < f(<F (@) y) < fu(<P(®))p) ¢  pour tout wedy.

Divisant par u(4dg) et intégrant sur Ay, il vient

u(A ff;,((l’ o)) dn—e < )ff((F('m)h,)dw

,u(é] fflr' <I'($ >p)dm"]‘ 3

Quand T — oo, le premier et le troisiéme membre tendent respective-
ment vers

[fuydi—c et [ feltydt-te,

et ces quantités, quand % — oo, tendent respectivement vers

1 1
j ft)dt—s ob f Flydt-e;

puisque £ > 0 est arbitrairement petit, il en résulte que f vérifie la con-
dition (2). Dés lors, la suffisance de (2) entraine celle de (3).
8i 4 = Q,, la condition (3) g’écrit

(3" imp=" [ e, (1P (x))dw = 0.

Tso0
=Tz,

icm®
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On remarquera que, si u(4) << oo, on sait que la condition

f ey (WF (w))dz =0  pour tout heN
a4

n’est vérifiée par aucune fonction F.
Pour application du critére 2, on posera dans tout ce qui suit

1
o (F, h) = ——— fep(hl?(w))clm
#{4r) ap
et, si 4 = Q:

op(F, 0y =p~" [ ey(hF (a))da

Tz,

Ce critére est applicable en particulier &4 toute fonction F continue sur
un ouvert 4 de Q,.

4. Quelques propriétés élémentaires.

4.1. T1 est immédiat que s¢ 7, u-mesurable sur une partie u-mesuradble
4 de Qy, est C-e.r. (modl), alors F+4a, ol aeQ,, est C-er. (modl).

4.2. 8i G, u-mesurable sur une partie u-mesurable A de Q,, est C-e.r.
(modl) et si |F(z)—@F(@)—al, <1, o% aeQ,, gquand wsed, |2), - oo,
alors F est C-e.r. (modl).

@, définie sur 4, est C-e.r. (modl), ce qui exige d’abord p(4) = co.
Daprés 4.1, il suffit d’établir la propriété pour a = 0. Il existe T, tel
qu'on ait |F(z)—G(2)lp < 1 pour #e AN\ Ay . Dés lors, on a, pour T > T,
heN:

[ eht@) i

47\,

4 =-——1-—- hE d 1
op(F, h) M(AT)AJO-%(L (.’,0)) %+ #(AT)

= Ap+of (@, 1),
en posant

AT=

e (W F (2))— ey (WG (@) do.-
u(4xz) a7,
2u(dg,)
M(AT)
que limo#7(F, k) =0 pour tout heN.
T

Comme o4(G,h) =0 et |4z <

-0 quand T - oo, on voit
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5. Intégrales remarquables sur Z, et sur U,.
5.1. Rappelons deux régultats de F. Bertrandias [3]:
(a) Soit I(y) = fei, go)ds, ot w(y) = —k, k=1 On a alow, s

h
yEFE +Z27.

_—1_ *}_ ﬁ’ﬁ 1 e(h)—
1) = D o (ny) =7 2 “(p'ﬂ) »F olip~F). ’“1‘=

ognph-1 ogngplioi
Done, st yeQ,\Z,, alors I(y) = 0.
(b) Soit I (y) = fep(ﬂp(m)dw, ot oY) = —k, k=1, et

pelsom(Z,, Qp), de sorte qu'il existe rer, tel que @ soit une appli-
cation isométrique de Z, sur la boule »+4 Z,, donc de chacune des boules
B(h,%k) de Z, sur cha.eune des boules B(r+1,k) de r-+Z,, avec
o(h) =r4+a;, ot ;eB(l, k). On a alors

1 ‘ 1
I.,,(y)=2)7 2 ep(w(h))=})—,, Z ep (7 +yau)

ol —1 ol<plo1

=2 o =

olpk—1
Done, si yeQ,\Z, ¢t peclsom(Z,, Q,), alors I,(y) = 0.
5.2. (a) Soit J(y) = f ep(yw)dm, ol v(y) < —2. On a d’apréy 5.1 (a):

J(y) = fe,,(Jw do — fep(ym Vdo = fez,(Jw do—p~? fep(sz

DZyp Zp
Done, st yeQ,\p'Z,, alors J(J) = 0.
(b) Soit J,(y )—Uf ep{yp(@))dz, ol v(y) < —2 ot pelsom(U,, Qp).
Soit (p un plolongement de ¢ sur Z, tel que ¢*eIlsom(Z,, Q,); alors
_ 7 (p2)
p est une application isométrique de Z, dans Q,. On a, d’aprés
5.1. (b):

oY) = f o (Yo" (@) dor— f ep (yp* (@) dw

Zp DZp
*
= fgp ’j/tp (ﬁ)dm_p-—l ep(py‘]’ (pz))dz
. p

Done, si nyp\p *Z, et pelsom( (Upy Qp), alors J,(y) == 0.

icm®
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6. Exemples.

6.1. Posons F(z) = ax, ot acQk, pour tout z<Q,; on a, pour heN,
en posant © = p~"y:

op(F,h) =p~" [ ep(ham)ds = [ ey(hap="y)dy,
=Tz, Zp
et cette intégrale est nulle si v(ha) — T < —1, c’est-a-dive si T = v(ha)+1;
il en résulte que limo,(F, %) = 0 pour tout heN. On voil finalement
Pesc0
que la fonction @ — a,@+ do, 0% a,eQ%, tgeQp, est C-e.r. (modl).
6.2. Soit f une application p-mesurable de Z,, dans Qy, et posons
F.(z) = az+f([#],), ob aeZ,, pour tout zeQy.
Sia =0, la fonction Fy n'est pas C-e.r. (modl); en effet, en posant

(a,0)r = p({weZ,| a < {F)>p < b},

on a (T,a, b)po—p (@, b)?» pour 0<a<b<1,T>0; si Fy, définie
sur Qy, étaat C-e.r. (mod1l), alors f, définie sur Z,, le serait elle aussi, et
cela est impossible, puisque ux(Z,) = 1.

8i aeZj, formons, pour heN,T > 0:

op(Fay h) = 97" Y [ ep(hav)ey(if ([21,))de,

rwg' r+Zp

d’ol, en posant & = r+y:

on(Fay h) =977 [ 0y (1Fu(y)) Y Z’ep (har).
T
P

Zp

Ce dernier », qui sécrib > ep(hakp"T),- est égal, si T > v(ha),

o<t<pT—1

ep(ha) —1
ep(hap™7)—1
limop(F,, ) = 0 pour tout heN. Ainsi, la fonction F., ok aeZy, est

Tso
C-e.r. (mod1l).

En particulier, la fonction & — a;{8)p+ a9, 0% ayeZy, ayeQy, st
C-e.r. (modl).

= 0, de sorte que op(F,, h) =0 pour T > v(ha); donec

x @ .
6.3. Comme cotg %——— et eosé‘e%——— , ol «eQy, continues
a a
en ¢ sur louvert Q,\p"?Z, de Q,, tendent vers 0 quand 2}y = oo, il
résulte de 4.2 que les fomctions ©— cotg— ,a:—> cosée ;, ot aeQp,

sont C-e.r. (modl).
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o N e - .
On notera que  — cotg = @ — cosée — ol aeQy, sont deux appli-

cations homométriques de Q,,\ p"OZ, sur QpN\Zp.
6.4. Posons (cf. V-3.3) B, = {k<Z*| (k,p) = (k,p—1) = 1}.8ineh,,
tout ¥, admet une seule racine n- -itme dans U,, done tout areV,,(n)

= p’mU admet une seule racine m-idme dans Q,, notibe #*".

ke 1y
Soit alors By = Bp~ N, et posons F(z) = aw'™, ol aeQyp, nelly,

pour tout zeV,(n); la fonction F est continue sur Pouvert A = V,(n)
de Q,. Posons & = p‘"’y, de sorte que y déerit U, quand ¢ déerit p™ U,.
Calculons, pour heN:

I = f e (hF (@) dov = " fep (hap~y*™) dy .

—nt,
2~y

Comme #—> 3™ est une isométrie de U,, on sait, d’aprés 5.2 (b), que
cette dernidre intégrale est nulle si v(ha)—t < —2,¢ ust-zm dire sit = v (ha)+
+2. Posant ¢, = v(ha)-+1, on voit que I; = 0 pour ¢ >1,.

Cela &tant, pour T > n(t41),heN, on a (I, h) = Ap+ By, en
posant

A 1 f (F(@))dw, Bp=— I
=—— | e (hF(x)dz p = t
t ) ) ’ wlAa) y Gy

p""tl
Daprés ce qui précéde, on & Bp = 0; d’autre part |Az| < ;@'T*) qui

tend vers 0 quand T — oo, car u(4) = oco. Finalement donc limof (¥, k)
= 0, et cela pour tout heN, d’olt le résultat suivant: Lo

La fonction T, ddfinie sur Vy(n) par F(a) = ax'™, od aeQp, neBf,
est C-e.r. (modl).

6.5. Posons F(o) = a/z, ot aeU,, pour tout weZy; on sait que F
n’est pas C-e.r. (modl). Soit m(r) la masse de répartition (modl) de B
au point rery. Pour que afweZ,, il faut et il suftit que w<l,; done m(0)
= u(U,) = (p—1)[p. Soit r 5 0; pour que a/zer+Z,, il faut ot il suffit
que v(z) = —u(r) et que aerw+p~""Z,, cest-a-dire quo weafr+p " Zy;
done m(r) = p™®. Tinalement, on obtient

m(r) =lrlz* si rery, m(0) =(p—1)p~

et on vérifie aussitét que

2im(r) =(p—1) dpF =1

rery keN

icm®
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7. Condition suffisante de C-égumirépartition (mod1).

7.1 Soit F' une application de Q, dans Q,, et soit B une boule ouverte
de Qy. La fonction F est dite homoméirique sur B si

F (@) — F (2,)
B — @,

° P

est constant quels que soient @,¢B, #,¢B, @, #* @,; cette constante, dite
rapport d'homoméirie de F sur B, est notée |F, Bj,. Si 0¢B, tous les points
de B ont une méme valeur absolue p-adique > 0, notée |B|,.

THEOREME 1. Soit une partition de Qy en boules ouvertes B, et soit T
une fonetion u-mesurable sur une partie p-mesurable A de Q,, telle que B < 4
quand |Bly — oo; 8t F est homoméirigue sur B quand |B|, — co et st

(4) lim p(B)|F, B, = oo,

]B|p-—>uo

alors F' est C-e.r. (mod1l).

Il existe ¢, tel que, pour #>1,, la fonction ¥ soit homométrique
sur toute boule B de la couronne p“U:,,; or cette couronne, étant fermée,
contient un nombre fini de boules B (on le voit aussitét par Pabsurde),
disons K; boules

=
By = @k,tp_l-l—p ’"’th,
ol k=1,..., K avec apeUy et Iz; <t—1pour k=1, K;. On pose

=t

@ = ap~'+p "y,
de sorte que y décrit Z, quand » déerit By ;. Posons d’autre part
|7, Braly = P pour t>t, k=1,..., K,

et soit ¢ I'application de Z, dans Q, définie par

Ap ¢+
p(y) =p " M P(x).

Prenant y,¢Z,, y,¢Z,, auxquels correspondent «,e¢By;, @;¢Brs, o0 4
) : Mgl
P(y)—oy.) =2 e (F(wl)_‘lﬂ(wz)):
d’or
...15
lp(y1) — @ Ya)lp = o 81— Balp = [Y1—Yzlp,

ce qui montre que ¢ est une application isométrique de Z, dans Q,.
Dés lors, caleulons, pour ¢ >4, heN:

L —~ a3 41

Ly = [ ephB(@)da =™ [e(hp” " o (y))dy
Bt Zp

Acta Arithmetica XIV.3
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On sait, d’aprés 5.1 (b), que cette derniére intégrale est nulle si
D) (h) —_ lk,t— lla,i < — 1 ¢’est-a-dire 8i- Zlu,t '}“ llﬂ,i =0 (h) —l— 1

Comme par hypothése Hm (A;+1ps) = 0 quel que soit k =1,..., K,
t-s00

?

on voit que, b étant fixé, il existe £, = ?, tel que, pour > t,, cetite condition
soit vérifide, et alors Iy = 0 pour ¢ >4y, b =1,..., If;.
Gela. étant, pour T > 1y, heN, on a oh (1, ) AT+ By, en posant

1 1 ~
Ap = ——— f to(WP(@)dm, By =—"— Tus.
T u(4n) i ? '”(A’)tzuzf <7 1/k2rt

Draprés ce qui préeéde, ona By = 0; d’antre part |4y < p2/u(Ag) qui
tend vers 0 quand T — oo. Fmalement done lim op(F, k) = 0, et cela
pour tout heN, ce qui établit le théoréme 1. L-ro0

Soit m entier >0; si la 1)art1t1on envisagée de Q} est Lm réunion des
partitions de toutes les couronnes p~'U, en K; = (p—1)p™ boules égales
By, (en particulier, la réunion de toubes les boules maximales de OF),

alors ly; = t—m—1, p(B) =p"" ' =p"'|Bl,, et la condition (4)
g’éerit
4" lim |BJ,|F, Bl, = co.

|Blpy~sc0

7.2. Soit F une application de Q, dans Q,, et soit £<Q,. 8i F est
striciement dérivable et régulitre au point z (ef. [21]), c’est-a-dire si
F(z)—F
o FE@I=T@) o
(21,%0) (%) Ly — Xy
alors il existe une boule ouverte B(s) telle que, pour @, e B(%), x,eB(2),
®y F @y, ON ait

= |I"(2)]p,

Vg

F(w,)— F(w,)
&y — @y

c’est-d-dire que F est homométrique au voisinage de «. Soit By(x) 1a boule

maximale d’homométrie de F au voizinage de wer qul ne contient pas 0;

SOn rayon sera noté QI'( ), de sorte que op(z) < p~'(ml,. Do lors, on a:
CorROLLAIRE 1. Soit I une fonction [u-mesumble sur une partic p-mesu-

rable A de Qp telle que zed quand |z, — co; si I est strictement dérivable

et réguliere quand |zl, — oo et st

’

(5) i on(2) [F (@)l = oo
- .‘Zp—wo

alors T est C-e.r. (mod1).

icm®
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En effet, pour |z], > ', Tensemble des boules By(z) distinctes
constitue une partition de Q,\p “Z, en boules ouvertes; F' est homo-
métrique sur By(s) quand |#|, - oo, et I’on a

#(Bo(@)) = em(@) et |F, By(a)lp = |F'(@)lp;

la, condition (4) donne alors (5).

Soit meN; si op(2) = p~™ |2, quand |z|, - oo, la condition (5) est
vérifiée dés qu’on a
(6Y) im |#F ()], = oo,

|| 00

ce qui fournit un analogue p-adique d’un théoréme de L. Kuipers [16].

Le théoréme 1 et le corollaire 1 sont applicables en particulier & toute
fonction F' continue sur un voisinage ouvert A du point & Vinfini de Q.

8. Applications.

8.1. C-équirépartition (modl) des polynémes P(r) non constants.
Posons

P) = apa" oy 0" . g2 ta,

olt ozeQ, pour k =0,1,...,%, avec a, # 0,neN, pour tout x¢Qy; la
fonction P est continue sur Q,.

Montrons d’abord que P est homométrique sur B;; = vkp“—i- p’“’zZ,[7
quand { — co, ot v, désigne le k-idme entier naturel non divisible par p,
avec k =1,2,...,p(p—1). Prenons z,,x, dans By,, et posons

i

Ty— By =P ¥, ou yeZy,.

On a alors, quel que soit meN:

d-af= D (7)"”31”"11"(”‘“’@/" —(@—a) (gf)”;n_hf’(h'l"‘t”’y”“-

I<hsm I<hsm

h

De (’;:) _m (m:ll), on déduit q;( )> o(m)—ov(h) = v(m)—h-+1 pour
< h << m. Dés lors on a, pour 1 <h<<

m:
,U((h),vm_np(h— Y (=t 2)/,/h_ )> v(m)—(m—h)t+4 (h— 1)(—-t+1_|_q;(y )
= v(m)— (m—1)t-+ (h—1){1+0(),

v ((T)m?“) = o(m)— (m—1)t.

Comme o(y) > 0, on voit que (h—1)(1+0(y))>1 pour h> 2, de sorte
que

et pour h = 1:

» ((7:/) wgz_hp(h-l)(—-i+2)yh-—1) - ((";’b) m;n_l) pour 2<h< m.
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Tl en résulte qu’on &, POUr #;eBry, TaeBrg, @ F @y, quel que soib meN:

m M
(w1 — % ) = o(m)— (m—1)1.
@y — by
Formons
Plo)—P() _ yv, at—ck
By — 16h<n Ly —any
Puisque

h
oy —
o2 =2) = ol 4000~ (1= 11,
Py — By
il existe ¢, tel que, pour ¢ > %,, la valuation du dernier termo soit stricte-
ment-inférieure & celle des termes précédents, done tel qu’on ait
P(x%,)— Pz : . ,
o(FE=T) — o) +otm -y,
Ly — &y

quels que soient @, eByy, Bye By, 4,5 4,; ainsi P est homométrique sur
By pour 4> 1, quel que soit k =1,2,...,p(p—1).

Il en résulte que la eondltlon (4') est applicable & P, avee ici m = 1.
Or _ [Byilp |P, Brylp = |nan[z,p — oo quand !> oo, puisque n>=1; on
a done:

TakorEME 2. Toute fonction polynomiale non constante définie sur
0y et & coefficients dans Qp est C-er. (modl).

8.2. (-équirépartition (modl) des fractions rationnelles F(m) telles

que lim |F(x)|, = co. Soit F(z) = ‘m) irréductible, ol A (z) =

[2lg5=r00 B(r)

0<kZ w&®, B(s) = ;’ Brd®, ay BreQy pour k=0,...,m et h=0,..
avec tn 70, fm #0,m>m>0; F est définie et continue sur I’ouvert
= {zeQy| B(2) 750} de Qy, et w(Qp\4) = 0.
8i m = 0, alors F, définie sur Q,, est C-e.x. (modl) (théordmo 2).

Sim>=1,la dmsmn euclidienne de A (w) par B(x) donne, pour 2eQy:

A(z)—B (m)Q(m =R(@) = 2 ya® ol 0 < m, 0,
N o<k
d’oli, pour meA.

B (x)

F(z)—Q () = Bla)

irréductible.
Pour wed, |z|, assez 'g'ra;nd,‘on %

Red s

B (@) =Q(@), =| T

v

icm®

qui tend vers O quand |z}, — oo, de sorte que |F(z)—Q ()], <1 pour
zed, |z, —~ co. Comme deg@ = n—m =1, la fonction @ définie sur Q,,
done aussi sa restriction & 4, sont C-e.r. (mod1l); dés lors, d’aprés 4.2,
on obtient:

COROLLAIRE 2. Toute fonction fraction rationnelle irréductible F défi-
nie sur Qp, sauf en ses pdles, et & cocfficients dans Qy, telle que
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lim |[F(#)]p = oo,

[m‘[p—)‘oc
est C-e.r. (modl).

8.3. Soit
Pla)= D aa
o<hgn
ol areQ, pour k=0,..., 1, avec a, # 0, neN, et, utilisant le prolon-
gement continu de la fonctlon logarithmique sur @y introduit dans V-4.3
(a), posons
F(z) = P(x)logs  pour toubt weQp;

F est définie et continue sur Vouvert 4 = Qy de Q,, voisinage du pomt

4 Pinfini.
Montrons d’abord que I est homométrique sur Bj; = kp L p—“‘IZ,,
quand t->oco, quel que soit k=1,...,p—1. On sait que » +xzexpw est

une isométrie de pZ,; on a done, pour 2,¢Qf, 7 Qy et pour toub heZ:
v(loga? explogwl—longexplogmz) = p(loga’—logal),

d’olt
v(logmlexplogm’f—logmzexplogw’;) = v(logx,—log®,).

Prenons #,, #, dans By,; le premier membre vaut alors

(C T

iy Ihml ]9"1‘7110%’1'1 Lo noh [%[nlngz)

2y @iy

= o(Elatp"logm, — Cialp™logw,) = v(atlogm, — wilogmy) -+ ht,
et le second membre vaut

@ ,
v (log wi) = (»«L —1) = 0 (i, — ) 13
@, 0,

on & done, Pour @y ¢ By, @y eBry,y By 7 @y, quel que soit heZ:

) T
1 — Bylogx, :
4,(.%,2.%”&*_3_&) = —(h—1)t.

By — W

Formons y

Plw)—Fl@y) _ §  oilogs—ailoga,
ol bt Al = Rtk .
@y~ By St By By
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Puisque

ol Jw) — (o) —(h—1)t,
h Ly— By,

il existe #, tel que, pour ¢ > ty, la valuation du dernier terme soit stricte-
ment inférieure & celles des termes précédents, done tel qu’on. ait

(F(m1)“F(m2)
pf AT TR

By— B

) — (o) — (n—1)1

quels que soient ;€ Brgy By Brgy 1 7 D25 ainsi F est homométrique sur
By, pour t >1;, quel que goit ¥ =1,2,...,p—1. ;

" 11 en résulte que la condition (4') est applicable & I, avee ici m = 0.
Or |BilplF, Brilp = lanlpp™ > co quand t->oco, puisque 7 >1; on
a done: ’

THEOREME 3. 8i P est une fonction polynomiale non constante & coeffi-
cients dans Qp, alors la fonction T définte sur Q; par F (@) = P(x)logw
est C-er. (modl).

8.4. C-Equirépartition (mod1) de certaines fonctions entiéres. On va
démontrer le théoréme suivant:

THBoREME 4. Soit F la fonction définie sur Qyp par

- On -l
Fla) = Z kn-+h v !
nz=ng

. . 3
o myeN, k& entier =2, h entier > 1—Tng, 0neQp POUFr N =Ny, (V66

lim |a, 77" = oo; si Von a, pour n = ny:
N—00

o, Oy 1.
«;(ffzi) RZ, v (-~§?Ui) >1,

alors yF, ot yeQp, est C-er. (modl).
F est définie et continue sur Q,. Prenony @y, o, dans
By = np~ = 2,
ol teZ,1=1,2,...,p(p—1), et formons, pour @; o @y:

Jon-+- Jen--f

Flw)—Flm) I coit E‘A
- ) &l ne
By — @y %;“U kn--h By — Dy

nzng

On a (cf. 8.1)
v(A4y) = v(ay)— (kn4+h—1)%,

hl"l@
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dott les différences premiére et seconde

A,0(An) = 0(dn,2)— 0(Ay) = @( ““+1) —

(42

2
1

4p0(4,) = Alv(An—H)"‘ A,v(4y) = ’U(Mﬂ)

Puisque 4,v(4,) = 1, on voit d’abord que, ¢ étant fixé, 4, v(4,) est stricte-
ment croissant en » pour n = n,; d’autre part on a 4,v(4,)¢kZ, ce qui
entraine 4,v(4,) % 0 pour »=mn,, quel que soit teZ. Ainsi, quel que
soit teZ, la suite (4;9(4y))nzn, 086 une suite strictement croissante de 2%,
et il existe n; = n, tel que Alv(fl,,t) soit son premier terme > 0; on a alors:

0(An) < 0(Anp1) < 0(Ape) < - s mg = g,
W(Aﬂo) > ,D('A"no+1) > > v(-Ant—l) > ’U(-Ant) < 'U(Antv].l) < ... 8l Ay > Mgy

ce qui entraine

» ( T (2y)—F (w,)

Py ) = 0(4dq) < v(4dy) = 'u(a'no)— (kng+h—1)%

quels que soient ®,eByy, ®,eByy, #, # 4,, ot F est homométrique sur
By, pour teZ,1 =1,2,...,p(p—1).

Tl en résultio que la condition (4') est applicable & F, avec ici m = L.
Or

[Bugly | By Bugly = pt (nyln 2 pt [Anglp = ]ano[pp(kn”h)i )

quand ? - oo, puisque kny+h = 1; done F est C-e.r. (modl), eb il en est
de méme de yF, olt yeQy, car les conditions imposées & F' sont invariantes
par homothétie de rapport non nul sur les a,.
ExmMrLis. (a) Prenant & = 21, ol leN, et a, = d¥, ot aepZ},
v(a)e2N—1, reN-1, on a
(0n) e
.

]

"p(a) -~ oo quand - oo,

v (ﬁiﬁ ) = ((n4-1)"—n")o(a) ¢22,

Gy,

[1 2 . 2 T 7
”(TL) = (0" (-2 —2(n+1))v(a) > 143" =2 > 148 —2" = 2.
41 '
Done, si I'on poge sur Q,
"
F(w) =

NN,

7!
i o mzln T
T H
2l +h

0 .
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ot mg, leN, he N—2In,, v{a)e2N—1, reN-+1, alors »F, ol yeQF,
est C-e.r. (modl).

(b) Premant k = 21, olt 1eN, et a, = ", ot aepZy, v(a)e2N—1,
on a

VG
(@) - qq,”‘lw(a) — oo quand = 00,

U(LZH) = ((n+1)""—n")o(a) 422,

w(~——“23"+2) — [0 (0 2)" =2 (n 4+ 1) (e) > 14 87— 27 = 20,
-1

Done, si ’on pose sur Qp
nt

X
a {2
@) = )

nzng

otL g, LeN, he N—2ln,, v(a) e2N—1, alors pT, ot y«Qj, est C-e.r. (mod1).

(c) Prenant o(h) = 0,k = 2lp, ot LeN, ot a, = a” (2lpn--h), ol
aepZy, v(a) e2N—1,reN+1, toutes les conditions du théoréme 4 sont
satisfaites, comme dans l'exemple (a), puisque v(2lpn-+h) = 0. Done,
si Pon pose sur Q,

Fla)= D o

n>ng
olt #y, le N, he N—2lpng, pth, v(a)e2N—1,7eN+1, alors yF, ot yeQf,
est C-er. (modl).
(d) Soit aepZy, et posons
‘ P(a,0) = [ 1+ w),

520

produit infini convergent sur Q,. De la relation fonectiomnelle P(e,#)
= (14 az)P(a, a?2), on déduit aisément

n?, n
{

: Wil 1 N
[Ja+ara =1 2(1——a2)(1——a")...('ZLma’m)’

80 n>1
d’ot encore, en y remplagant @ par o*x, ol sy Z":

lv1-280) gy

azs-}-l =14
H(1+ & 1'2(1~a2)(1-—a4)...(‘1—a”“')"

523, izl

Dés lors, posons sur Qy

F(m) — {L‘—h H(l-{—a“‘”w””),

838y

hl"l@
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ol 8,¢Z7, LeN, v(a)e2N—1,1<h < 2lp—1,pth, de sorte que

an(n+2ao) w2lzm-h

o PR
Fz) = }“g(1—~a")(1—a“')...(1—-a2")’ soit ™"+ G (x).

Pour la fonction @, avec ici ny = 1, k = 2Ip, compte tenu de v(2ipn—h)
=0, on a

ﬂa—n)— = (n-+28)v(a) >o00 quand % ->oo,

v(f—'—l) = (14 1) (n+1+250) — n(n+2s,))v(a) 422,

Gy

w(ﬂi) — 20(a) > 25

Gp 1

done y@, ot yeQy, est C-ex. (modl). Mais

—h

lyF () — yG(@)lp = lylplolz" =0  quand [wly — oo,

puisque & > 1; il en résulte, d’aprés 4.2, que yF, ot y €0y, est C-e.r. (mod1l).

CHAPITRE VIII

REPARTITION DANS Z),

1. Fonction de répartition dans Z,. Les notations utilisées sont
celles qui ont été introduites au début du chapitre VII. La suite (@n)new
désignera une suite de Z,.

1.1. DermvirioN 1. Soit une suite (w,) de Z,; étant donnés NeN
et B < Z,, on désigne par (N, T), le nombre des n tels que 1< << N
et o, eJ]; dans cette notation, la lettre » sera couramment sous-entendue.

Soit s 'algdbre des réunions finies de boules ouvertes (c’est-d-dire
non ponctuelles) de Z,. On appelle fonciion de répartition de la suite (on)
dans 2, toute fonction d’emsemblo yx définie sur o telle qu’on ait, pour
tout lless:
(v, 1)

E) = lim
() = lim —
x prend ses valeurs dans [0, 1], avec () = 0 et 2(Z,) = 1; de plus x
est additive sur of; il en résulte que y est uné mesure de probabilité
sur <. : -
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Si E est la boule a+pZ,, ol acZy, keZ¥, on pose B = By(q)
(N, B) = (N, a, &), () = z(); powr que la suite (s,) admette une
fonction de répartition dans Z,, soit x, il faut et il suflit qu’on ait, pour
tout aeZ, et pour tout keZ*:

N I
yile) = lim L_’__”_‘.’._«),.
N-roo

1.2. Critére d’existence d’une fonction de répariition dans Z,. On

pose, pour tout NeN et pour toul rer,:

1«
on(®,7) = — 1\_/ MG
lngN

et, sous réserve d’existence, pour toub #er,:

e() = lim oy(z, 1),
N-s00

notations dans lesquelles la lettre # sera couramment soms-entendue;
on a |¢] <1 et ¢_p = Gp.

CrrrirE 1. Pour que la suite (%,) admetic une fonction de répartition
dans Z”? 50t y, 4l fout et i suffit que ¢, ewmiste powr tout v ery; alors on a, pour
tout LeZ*, pour tout revi:

(1) o= 3 aiMu

ool

et, pour tout ke<Z*, pour tout aecZ,:
2) = '
wla) = =% Y eep(—ra).
p " I .
¢

Nécessit{a. Soit keZ* ot soit rerp; on o ey(rw,) = e, (rl) pour tous
les @peB(l), o 1 =0,1, ...,p’“——l, de sorte que

, N1k
on(r) = ) 31}(71)’(‘1‘\"'%1"()

olgpli-1

Cela montre que oy(r) tend vers 5 e,(l)y(l) quand N -»oo;

. . . Oglgpk_l
aingi ¢, existe pour tout rer,, et Pon a (1)

Suffisance. Soient keZ*, acZy, ot formons

Ay = Zkep(—m) D) eplrmy) = e r (0,—a).-

i<ngN
rery, LN <ng N rw?)

hl"l@
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Si @, ¢ Br(0), 1a somme indiquée en dernier lieu est égale & p", et si @, ¢ Br(a),
elle est égale &

I (y,— @) ) _ ep(@p—a)—1

p I
B —
P ep( ka)~1
P

ochep®1

on a done
T I
Ay = ch=p(Naay7‘7)1
1N
TpeBy(a)
d’ou

Wl Syt

7‘€~r$

(N, a, k)
Cela montre que —

tend vers i,ﬂ Z ¢rep(—ra) quand N - oo,
Pt

pour tout keZ™ of pour tout aeZ,; ainsi Ia suite (#,) admet une fonction

de répartition dans Z,, soit y, et 'on a (2).

Forme intégrale de o.. Soit # la o-algébre engendrée par’ &,
c’est-d-dire la tribu des ensembles boréliens de Z,. On sait que y se pro-
longe de maniére unique en une mesure de probabilité y sur Z.

Puisque ¢,(rl) est la valeur constante de e,(ra) sur la boule By(l)
de mesure yz(1), la relation (1) montre que ¢, s’exprime 4 Taide d’une
intégrale par rapport & la mesure ¥, et L'on a, pour tout ¥ ety:

(3) o= [e (ra)dy(a).

Zp

Parité de 4. Lafonction y est dite paire 8i xz(a)= yp(—a) pour tout
aeZy,, pour tout keZ*. D’aprds (2) et (3), pour que y soit paire, il faut
et il suffit que ¢, = &, ’est-d-dire que ¢, soit réel pour tout 7 ety.

1.3. Continuité ct singularités de y. o étant fixé dans Zy, la suite
k> yp(a) ost convergente dans R, puisquielle est déeroissante et que
ges termes sont 3> 0; dds lors on définit sur Z, la fonction des sauts de x
en posgant, pour tout aeZy,:

s(a) = limyi(a).
Fi300
s prend ses valeurs dans [0, 1]

Soit aeZ,. La fonction y est dite continue au point o s lim g(B) =0
#(B)—=0

quelle que soit 1a boule ouverte B < Z, telle que aeB.
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Pour que y soit continue au point «, il faut et il sutfit que s (a) = o,
On voit aussitét que 1’ensemble des points de discontinuité de y dang
Z, est dénombrable.

Soit Byess. La fonetion y est dite continue sur I, si elle est continue
en tout point de T,. Pour qie y soit continue sur Fy, il faut et il suffiy
que s(a) = 0 pour tout ael,. Cette dernitre condition exprime aussi,

puisque B, est un compact de Z,, que lim x(B) =0 quelle que soit
(B)=>0

‘1a boule ouverte B < H,, et méme, pluy généralement, que lim 7 (1)
= quelle que soit la réunion finie de boules ouvertes Il < J,; glfﬁin:gment
dit, pour la fonction x, les deux propriétéy (a) &tre continue sur K, (b)
8tre absolument continue sur ,, sont équivalentes.

On désigne par D(F) l'ensemble dénombrable des points de discon-
tinuité de 4 dans Feo. La fonetion des singularités de y est la fonetion
d’ensemble ¥ définie sur </ par

wm = ) s(a).
aeD(I)
¥ prend ses valeurs dans [0, 1], avee (@) = 0, et ¥ est additive sur «.

Les fonctions y et ¥ ont les mémes points de discontinuité dans Z,,
avec les mémes sauts en ces points; leur différence y—¥ est wne fonction
d’ensemble @ qui est > 0, additive et absolument continue sur Z,, et
1 = @+ est alors la déecomposition de Lebesgue do la fonction y sur o7
On notera ‘F O les prolongements respectifs de ¥, @ sur 4.

Soit Hyesf. La fonction y est dite

(a) singuliére sur By si x(By) = Y(H,);
(b) simplement singuliére sur By si y présente dans I, un sant unique
égal & x(B,).

1.4. Somme des carrés des sauts de y dans Z,. Supposons que la
suite (z,) admette une fonction de répartition dans Z,, soit x. On a, d’aprds
(1), pour tout rerk, ol keZ*:

lorl® = ¢, = 2 e, () (1) Z ey (—rm) xp(m),

ot oclenlt-1 szt 1
0
2 ]
lal= " 3 u@uim) Y ofr(—m).
m]a o1 replt

0]
Au second membre, la dernidre somme indiquée ost égale & p® §i 1 =m,
et elle est nulle si I 5= m; on a done, pour tout keZ™:

W ?-kae D A,

olgplia

em®
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Mais zz(l) est la valeur constante de xz(u) sur la boule By(l) de mesure
4:(1); dés lors le premier membre de (4) s’exprime & ’aide d’une intégrale
par rapport 4 la mesure ¥, et ’on a, pour tout keZ*:

1 . N
N PACLAC)
rerl Zp
»

or g(a)}s(a) quand & -» oo et

fXA Vdg(a) <1 pour tout keZ™;

done, d’aprés le théoréme de la convergence monotone, quand &k — oo,
lintégrale qui figure au second membre précédent tend en décroissant
vers

[s(@az(e) = D) s(a),

Zp aeD(Zyp)
de sorte qu’on obtient:

TufiorEME 1. Si lo suite (z,) admet une fonction de répartition y dans

Z,, alors on o

) lim }jm D) s(a,

aeD(Zp)

ot s désigne la fonction des sauts de y sur Zy.

1.5. Critére de continuité de y sur Z,. Pour que y soit continue

sur Z,, il faut et il suffit que
2 s2(a) =0,
acD(Zp)

d’ot,, d’aprds (5):

ORITARE 2. Pour que la suite (x,) wdmetle wne fonction de répartition
dans Z, continue sur Zy, il faut et i1 suffit que c, ewiste pour towt rery 6t
quon ait

1
6 lim — % = 0.
® im 2 D, 104

Une condition équivalente est la suivante:

X 1
(67 lim — e, =0,
kvo0 P %

€Y,
»
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dont la suffisance est &vidente, puisqu’on a e, << 1, et dont la néeessits
résulte de Dinégalité de Schwarz

1 1 e
- 2 6] < (—72 ln,.[ﬂ) pour tout keZ™,
p~ P

Te’l'p

renlt

On obtient ainsi un analogue p-adigue d’un théoréme de N. Wiener
[25] et de I. Schoenberg [20], concernant la répartition (modl) dans R
(ef. IV-2.2).

La condition (6') équivaut encore &

1
(6") lim --,;Z les] = 0,

waplc)

¢ar on o

1 ) 1
'FZ 6,.81,("’}"(1) = Xla(a)*“ '2"—%/(:_1(“)

Ter gc)

pour tout aeZ,, pour tout keZ", de sorte que (6') entraine ¢(a) =0
pour tout aeZ,.

1.6. Critére de singularité simple de y sor Z,. (2) et (3) montrent
que y présente un saut égal & 1 au point aeZ, si et senlement si ¢, = ¢,(ra)
pour tout » er,; dés lors, si x est simplement singulitre sur Z,, ona l¢,| =1
gom‘ tout rer,, et réciproquement, si cette condition est satisfaite, (5)

onne

BeD(Zp)

ce qui exige qu’il existe aeZ, tel que s(a) = 1. On a done:

ORITE.RE 3. Pour que la suite (z,) admelle une fonotion de répariition
dans Z,, stmplement singuliére sur Z,, il faut et il suffit que ¢, emisle e
le,] = 1 pour tout ver,.

) Notons d’ailleurs que cette condition est équivalente & chacune des
trois suivantes:

lim ikz ol =1, 1im—1,—2’ o =1, lime = 1
ksco P - Tsco P 7 ! 700 ’ !
rery nrz‘;

dont la premiére est fournie directement par (B).

) 1t.7. Critere de singularité de y sur Z,. Si y ost gingulicre sur Z,,
solent an, ol m =1,2,..., ses points de discontinuité, et soiti s, >0

hl"l@
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oY

le saut de y auw point a,, do sorte que Z s =1; on a, d’aprés (3), pour
M1

tout rery:
ooy Bl
o= [ep(ra)dPla) = D suep(ran),
Zp M1
gomme d’un nombre fini ou infini de termes.

Réciproquement, si les ¢, sont d’une telle forme, avee 3 s, =1,
. m=1
on a, d’aprés (2), pour toub aeZ, et pour tout LeZt:

, 1 0 1 h(am— a)
Xk(a) = —f;k-“/"l 2 San €y ("'(am_a)) = Fzsm 2 %(ﬁ‘pT#)-

Tcr;g M=l mz1 ochnb—1

La dernidre somme indiquée est égale & p” si ae By (o) eb nulle si a ¢ By (o) ;
on a donc
yrla) = 2 Sm"l)lfk(um)(a) .
M1
Cette série est nniformément convergente en k sur Z, et g, (a), quand
% — oo, tend vers 1 si a = a, et vers 0 §i.a % op; il en résulte que
s(om) == 8y  pour m=1,2,..., .
§(a) =0 8i a # oy pour m =1,2,...,
et, puisque > s, =1, la fonction yx est singuliére sur Z,. En résumé:
mz1

CRrITBRE 4. Powr que lo suite (x,) admeite une fonction de répartition
dans Z, singulitre swr Z,, il faut et &0 suffit qu’il ewiste une suite finie ow
infinie (an) dentiers p-adiques et une suite finie ou infinie associbe (Spm)
de réels > 0 telles qu'on ait Y sm =1 6f, pour toul rery:

mzl

Cp = Z’smep(‘ram);

Mzl
alors on @, pour tout Hest:

2(B) = D sm.

appeli
2. Fonction densité de répartition dans Z,.

2.1. DEFINITION 2. Supposons que la suite (x,) admette une fonction
de répartition y dans Z,, et soit y = @--¥ la décomposition de Lebesgue
de y gur 7. On sait que g, 6tant additive et eroissante sur <7, est dérivable
p.p. dans Z,, c'est-d-dire que la suite

ch (a>

AN k X
T 2 Bala)] P nla)
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est convergente dans R pour presque tous les aeZ,; on pose alors, pour
tout point « ot y est dérivable:

(1) o(a) = limp" 1 (0).

le-r00

Soit Hes; la relation
¥ (B) = fd(b )+ fd‘]" a)

donne, puisque @ est absolument continue par rapport w ot que dd
= odu p.p. dans H:
2(B) = [ola)dat D s(u),
B ael)( %)
d’ot en particulier

[e(a)ydat+ D) s(a) =1.
Zp

aeD(Zp)
z est continue sur Z, si et seulement si f ela)do =1, et x ost singnliére

sur Z, si et seulement si p(a) = 0 p.p. dans Z,.
Lorsque y est dérivable sur Z,, la fonetion o, définie par (7) sur Z,,
est dite fonction densité de répartition de la swite (2,) dans Z,.

2.2. Expressions de g(a) p.p. dans Z, et de ¢, sur r,. Supposons
que ¢, existe pour tout 7 er,; alors la suite

k- pFy(a) = 2@%‘——7@&
Tsr”
converge vers g(a) p.p. dans Z,, de sorte qu'on a, pour presque tous les
aeZy:
(8) efa) = 2 2 Cpp(~ra).
B2l i)

D’autre part, d’aprés (3):

f e (ra)dd (a) + f tp(ra) AW (a);
Zp

puisque & est absolument continue par ‘rapport u e quo ad = ody
D.p. dans Z,, on a, pour tout rer,:

(9) ‘ fep (ra)o(a)da+ D' e,(ra)s(a),

ael)(Zy)

ol la série indiquée est absolument convergente,

m@
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2.3. Critére de continuité de g sur Z,.

CrITERE 5. Pour que la suite (x,) admette une fonction densité de répar-
tition dans Z, continue sur Zy, soit o, il faut ¢l suffit que ¢, existe pour tout
rery et que la série

Z Crly(—ra)
f>0 M_(lc)

soit uniformément convergente sur Z,; alors on a (8) pour fout aeZy, et
Pon a, pour tout rety:

(10) 0y = f ep(ra) o{a)da
Zp

Suffisance. La suite (,) admet une fonction de répartition x dans
Z,, et on a, pour tout aeZ, et pour tout keZ*:

p gAC: 2 orep(—ra).
7’5"

Puisqiie la série (8) est convergente sur Z,, on voit que py(a) tend
vers une limite finie quand % — co, done la fonction ¢ existe, définie
sur Z, par la relation (8). De plus p est continue sur Z,, puisque c’est
la fonction somme d’une série uniformément convergente sur Z, de fone-
tions continues sur Z,. Enfin (9) donne ici (10).

Nécessité. D’abord y est continue sur Z,, et l'on a, d’aprés (9),
pour tout 7er,:

= [ep(B)e(p)dp,
Zp

d’otlt, pour tout aeZ, et pour tout keZ*:

Noea(—ra fZ o[ ) etprap.

re,«;g 7 ohen®—

La somme qui figure sous le gigne d’intégration est égale & p* §i BeBy(a)
et nulle si B¢By(a); done

Z(M (—ra) =p* [ o(B)dp, soit Aula).

Be(a)

o, étant continue sur le compacet Z,, est bornée sur Z,, et A, (a) est compris
entre la borne inférieure my, (o) et la borne supérieure My(e) de ¢ sur By(a),
bornes qui tendent 1'une et Pautre vers g(u) quand % — oo; ainsi la série
(8) est convergente sur Z,, et on a la relation (8) sur Z,.

Soit enfin Ry (a) le reste d’ordre & de la série (8); on a

[Be(a)] = lo(a)—An(a)] < My(a) — ma(a).

Acta Arithmetica XIV.3 %
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La fonction o, étant continue sur le compact Z,, est uniformément con-
tinue sur Z,; quel que soit £ >0, il existe un entier &, tel que
D

k> k, = My{a)—mg(e) <& Dpour tout acZ,,
done tel que
: b >k, = |Rp(a)] <e pour tout aeZ,;
aingi 1a série (8) est uniformément convergente sur Z,.

2.4, Intégrale de o2 sur Z,. Supposons quoe la wuite (@,) admettc une
fonction densité de répartition damns Z,, soit g, continue sur Z,. On
a, d’aprds (10), pour toub rery:

ol = 6,5, = [eplra)e(a)da [en(—rp)e(p)as,
Zp Zp
d’oll, pour tout keZt:

Ma—p)\ oo

D= [ewaa [ 3 (w—z;,;—v-)e(/f)dﬂ.
rsr;g Zp Zp o<hgpt-1

TLa seconde intégrale indiquée a été calculée plus haut ot désignée par

Ax(e); on a done

On a vu que Ax(e) — e(a) quand % — oco. D'autre part, si M(e) désigne
1a borne supérieure de g sur Z,, on a g(a)i;(a) < M2(p) pour tout aely
et pour tout ke Z*. Dés lors, d’aprés le théoréme de la convergence bornée,

lintégrale qui figure au second membre précédent tend versyf ?(a)da
“p

quand % — oo, de sorte qu’on obtient: y
TEHOREME 2. Si la suite (z,) admet une fonction densité de répartition
dans Z,, continue sur Zy, soit o, alors on a )
(11) C Dlalr= [e¥a)da.
rery Zp
Cete relation nous fownit une formule de Parseval en p-adique.
Remarque. D'aprés le critdre 5, pour que la suite (w,) admetbe
une fonction densité de répartition dans Z, continue sur 2, i suffit que

lo série ) |e,| soit convergente, et alors on a, pour tout aeZy:
rsrp

(12) ole) = > aey(—ra).

TEl'p
Il en résulte aussitét qu'on a, pour tout aeZ,:

(13) ma,x((), 2_21(.«71) <ola) < e,

rery Tery

icm®
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Puisque dy(a) = o(a)da, (11) donne

Dl = [o(a)ag(a)< (),
Zp o

rery

d’ott encadrement suivant de M (p):

Dl <M< Yl

TEI'p Tery
Enfin, d’aprés (13), pour qu’on ait de plus ¢ >0 sur Z,, il suffit quon ait
2 le] < 2; alors la répartition de la suite (a,) est partout dense dans z,,

T!"p

3. Répartitions fondamentales dans Z,,.

3.1. Equirépartition d’ordre & dans Zp; équirépartition dans Z,,.

(a) Soit ke N; rappelons que la suite (z,) est dite équirépartie d’ordre
k [k-ex.] dans Z, si ygy(a) = 1/p* pour tout aeZ, (cf. VI-3).

8i la suite (z,) est k-e.r. dans Z,, elle est aussi ¥'-e.r. dans Z, pour
tout & < k.

D’aprés (1) et (2), la suite (x,) est k-e.r. dans Z,, 0t ke N, st et seulement
8t 6, = 0 pour tout 7 <(rE)*. Ce résultat est d’ailleurs évident, puisque les
caractéres du groupe additif discret Zp/p’“Zp sont les ey(ra), ol rerf.

(b) Rappelons que la suite (z,) est dite bquirépartie [e.r.] dans Z,
si elle est k-e.r. dans Z, pour tout keN (cf. VI-3).

Deés lors la suite () est e.r. dans Z,, si et seulement si ¢, = 0 pour tout
rery. Oe résultat est d’ailleurs évident, puisque les caractéres continus
du groupe additif compact Z, sont les e,(ra), oit rery.

3.2. Bonne répartition d’ordre % dans Z,; trés bonne répartition
dans Z,,.

(a) Soit keN;j d’aprés Y. Amice [17, la suite (z,) est dite bien répartie
Qordre & [k-b.r.] dans Z, si (Hp", a, k) = H pour tout aeZ,, pour tout
HeN. Or on a vu que

PNy a, k) = D ep(—ra) Noy(r).

o J
rery

La définition préeédente se traduit done par la condition
2 ep{ —7a) Hp" opph(r) = 0
Jo ke
re(ry,)

bour fout aeZ,, pour tout HeN; il en résulte que la suite (x,) est k-b.r.
dans Z,, ot k<N, 8i et seulement si Opk(¥) = 0 pour towt re(rh)*, pour
tout HeN.,

(b) D’aprds Y. Amice [1], 1a suite (a,) est dite trés bien répartie [t.b.r.]
dans Z,, si elle est k-b.r. dang Z, pour tout keN.
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Das lors lo suite (@) est t.bhor. dans Zy si et seulemont 8 Ok (1) = 0
pour tout keN, pour toul re(rly*, pour tout HeN.

4. Critres de répartitions spéciales dans Z,.

4.1. OCRITRRE 6. Pour que la swite (2,) admetle une fmwt]ion densité
de répartition dans Z, constamic Sur chague boule de rayon p- * dans Z,,
il faut et il suffit que c, ewiste pour tout 1 ety ot qwon ait ¢, = 0 pour tout
e\ T
Suffisance. Les conditions indiquées assurent la continuité sur
Z, de g, ici définie par
ela) = Zcr%(“""a)y

rerls
done constante sur chaque boule By < Z,.

Nécessité. Soit g la valeur constante de o sur la boule By(l), ol
1=0,1,...,p"—1; on a, d’aprds (10), pour tout rery:

0 = 2 o1 fag(wa)da,
oot Br)

d'ot, en posant o = I--p"p:
a=p7( D aetl) [ Hap.
Zp

olpbt
Si rerp\rk, dott o(rp") < —1, la derniére intégrale indiquée est nulle,
et ¢, = 0.
En particulier, pour k¥ = 0, on retrouve le critére d’équirépartition
dans Z,.

4.2. CRITERE 7. Pour que la suile (v,) admette une fonction de répartition
dans Z,, soit y, dérivable sur Z,, et dont la dérivée soit constanie sur chag_]ue
couronne de Zj, dont Vorigine ost wn contre, i1 faut ot il suffit que oy ewiste
pour tout rery, 6t que ¢, soit constant sur " pour tout ke N; de plus y ost
continue & Dorigine si et soulement s Hme,~k = 0, ¢t y st dérivable & Vorigine

k00

si et seulement si la série > p op-1 est convergente,
>3

Nécessité, Puisque y est continue sur Zy, on a, d’aprds (9), pour
tout 7erpy:

o= [ep(ra)e(a)dats(0).

Zp

Soit 7 ety tel que v(r) = v(r'), de sorte que 7' = ry, ol n<U,. Le change-
ment de variable a = 58 donne alors

er="[ e B)o(np)p+s(0),
Zp

icm®
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of, puisque (1) = ¢(f) pour tout feZ;, on a ¢, = ¢,.. Ainsic, est constant
sur ¢ pour tout keN.
On notera que, y étant paire, ¢, est d’ailleurs réel pour tout r €Ty,

Suff.isa.nee. Par hypothése, on a ¢, = ¢,~x pour tout keN, pour
tout rery’. Soit acZ et formons la série

Z Zcre,,(——aﬂa)
k>0 ,E,.gc)
::1—}-20p~—h( 2 ef,(——%)—- Z 6p('——;;z—?1))

(=2 0<haplioi oshpl—11 »

— T -
= 1'["% Op=k (1«”c’/’.’.?;c(o)(a)—ii’]c 11/11?75_1(0)(0))-

Le terme général étant nul pour % > v(a)+1, cette série ne contient
qu’un nombre fini de termes; done y est dérivable sur Zy, ¢t Pon a, pour
tout aeZy:

o(a) =1—op-14 2" (0=t~ ty=t-1) Y (a),
1<h<(a)
ou encore, avec la convention ¢, = ¢, = 1:
o) = ' Moyt pt-1)yp g (a).
0<Ch<V(a)
Cett(i expression de g(a) montre que ¢ est constante sur chaque couronne
de Z; centrée & I'origine; sa valeur sur la couronne p* U, ot leZ*, est
o= Z PP (gt — Op—r-1).
o<l

Restent & établir les deux résultats supplémentaires annoneés. On a,
d’aprés (2), pour tout keN:

D) o =" (0)— 9" 1, (0).

ot
Puisque lo premicr membre est iei égal A (p"— p™Y tp—k, on voit que

(P—1) eyt== Pyi(0) — x_1(0), Aot Lim e,—# = §(0).

Bnfin fieo
Pi(0) = Doy =1+4(p—1) 3 "o,
Nrg 1<k

de sorte que y est dérivable A Dorigine si et seulement si la série 3 pep-n
est convergente; on a alors k=1

0(0) = 14(p—1) >'p" "0,
kx1
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1 N o
5. Répartition dans Z, de la suite ([;—] ), ot la suite (2,) est ré-
) 7 1D,
partie dans Z7. ;

== bout neN, et
(a) Soit (,) une suite de Z}; PORONS Yy = [%L pour tout neN, e

caleulons (N, a, k), ol acZy, keN. ‘
1° La participation dans (N, a, k)y des 2,¢ U, est égale au nombre

des n tels quion ait 1 << N, ope U, of
1 &
— Y
(14) . cot+rpt+p 2y

Pour que la condition (14) goit satisfaite, il faut et il suffit qwil exigste
rer, tel qu’on aib
’ (at+r)anel+p" 2y,
ce qui exige d’abord r =0 et s’éorit alors aw,el- 2" Zp.
§i aepZy, la participation cherchée est nulle. ,
8i aeU,, cette participation est égale au nombre des n tels qu’on

1 . 1 )
ait L<n< N, 0,eU, ot @ueBy (.;); puisque Bk(—a—)c U, elle est 6gale

1
3 (N,—, k) :
"ot * G égal
9° Soit heN; la participation dans (N, a, 72)1,. des w,ep” U, ost égale
au nombre des n tels quion ait 1 < n < N, 2y ep” Uy ofi (14).

Pour que la condition (14) soit satisfaite, il faut et il suffit qu’il existe .

) y .
rer, tel qu'on ait el Z,,

1
a-tr
La participation cherchée est égale au mombre des » tels qu'on aib

. 1
); puisque By o, (m) e p'l,,

. To2h
ce qui exige d’abord rer)? et s’écrit alors oy e A+ L.

1<a< W, wnephUp et wnEBlc-{-zh(

elle est égale & atr

1 [y
Z(N, pt k—\-zh)

o
raf))

En résumsé, on obtient, pour tout weZ,, pour tout ke N, pour tout ¥NeN:

1 ;
(15) 0,0y = > (N, Pl -l~27h)m- -
. hzzegn.v(a) nrgz)

(b) Boit HeN et désignons par Fg(N) la somme partiel}e de la .série
(15) pour sgno(e) <h < H. La différence (N, a, k)y— Fy(N), qui esb

m@

EBépartition dans R ot dans Q, 311

la participation dans (N, a, k), des mnepr"*"lzp, est au plus égale
3 (N,0,H41),; on a done

(16)

FII(N)<(-N: a770)U<FH(N) (N507H+1)m
< < +—.

N N N N
Supposons que la suite (z,) admette une fonction de répartition dans
Z,, soit y; alors on a

Iy (N
lim =% () =
Nosoo

D ! it 8
Lle2n atr)’ 80! g

senv(e)<h<H )
rarl)

et (16) montre que, pour tout HeN, pour tout aeZy, pour tout keN,

. . N,a,k
les limites inférieure et supérieure de u—’——c)ﬂ quand N — oo sont

comprises entre Sz eb Sp-+ ym.,1(0).
Supposons de plus y continue & lorigine; alors xz(0) = 0 quand
H — co. D’autre part la suite (8z), qui est croissante et bornée Supé-

rieurement par 1, est convergente. Dés lors on a, pour tout aeZ, et pour
tout keN:

. N,a,k .
lim I, oy Ry = lim S,
Nesoo N Hooo
d’olt le
TuhortME 3. Si la suite (2,) & termes mon nuls admet une fonetion

, .. . 1
de, répartition dans Z,, soit y, continue & Dorigine, alors la suite ([—] )
D I
adamet une fonction de répartition dans Zy, soit y*, et Pon ay powr tout aeZy,
pour tout kelN:

1
(7) X;); (a) = 2 Zh-)-zh(m) .

hzsgnv(a) ""(sz)

Remarque. (a) 8i g,(a), ot k £ixé, ne dépend pas de v(a), c’est-a-dire
sl la suite (2,) admet une dengité de répartition constante sur chaque
couronne de Z, centrée A Lorigine, (17) montre que zi(a), ot & fixé, ne
dépend que do sgno(a), c’est-t-dire quo la suite (y,) admet une densité
de répartition constante respectivement sur U, ot sur pZ,.

1 .
Par exemple, la guite n — [—;] admet la fonetion densité de répar-
. % lp
tition dans %, définic par

1 1
o(a) = —p—;;a 8i ael,, o(a) =—I; si aepZ,.
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(b) Si de plus x(Up) = 0, alors acU, ¢t o' epZ, entrainent
* Kot 1
(o) —q(e’)= 1 == 0,

et la suite (y,) est e.r. dans Z,.

1 ..
Par exemple, la suite n — [Ph%] , oU heN, est o.r. dans Z,,
ya
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