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TuworeM 3. Let & be any positive integer. Then there ds a constunt

d > 0, so that for an infinite number of primes p the inequality
re(p) = dilogp,

is satisfied.
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Deux remarques concernant ’équirépartition des suites

par

M. Mznvis FRANCE (Paris)

“seeker of truth
Jollow no path
all paths lead where
truth is here”

e. e. cummings

1. Notations. Soit g un entier supériemr ou égal & 2. On sait que
tiout nombre entier non négatif » s’derit de fagon unique dans le systéme

a base ¢ sous la forme
o0
0= 267,(”)(/1)
P=0

(1)
ol les applications ¢, sont définies sur 'ensemble des entiers non négatifs
et prennent lewrs valeurs sur lensemble {0,1, ..., ¢—1}. La somme (1)
IR . logn
est finie: & partir durang p = p(n) = [Tg-—], tous les termes sont nuls.
0g g )
Soit ¢ = (¢,) une suite de nombres réels: ¢cRYN. On définit Pappli-

ation f,: N — R par
00
1 .
Z ep(n)e,.

D=0

fc('”') =
En particulier, si 0 est un nombre réel, on posera (0) = (1, 6, 6%,...) et

fom) = Yo (n)6".
D=0
Dans la suite de cet article, on choisira g = 2 (ep(n) e{0,1}), ceci
afin de simplifier Dderiture. Les résultats y'étendent sans difficulté en
base ¢.

2. Résultats obtenus. Nous voulons démontrer les deux résultats
suivants:

THEOREME A. Soit ¢ une fonction réelle définie sur N et tendant vers
Vinfini. Il emiste une swite @entiers A = (An) eN¥ telle que
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(1) A = 0(?’(")): N = 09,

(ii) Ia suite (vh,) est équirépartie si et sewlement si @ est irrationnel.
Ce résultat est & comparer avec un résultat de Weyl affirmant que
i 1a suite (4,) ne croit pas ,trop lentement” (1 —4y >n7% ¢ < 1),
alors presque tous les # rendent la suite (24,) équirépartie.

Dress a montré ([1]) que le théordme A cesse d’étre vrai si on impose
3 la suite 4 la condition supplémentaire d’étre non décroissante.

La seconde propriété gue nous voulons établir est une caractérisation
des nombres de Pisot:

THROREME B. Soit 6 >1 wun mombre réel. Une condition néeéssaire
et suffisante pour que le mombre 0 soit un nombre de Pisot est que lo suite
(fo(n)) me soit pas équirépartie.

Ces deux résultats (théorémes A et B), apparemment indépendants,
déconlent d’un méme lemme (lemme 4).

3. Lemmes préliminaires. On rappelle que 1'on effectue les caleuls
dans le systéme Dinaire de sorte que ¢,(n) représente le (p--1)-idme
chiffre de l’entier » écrit en base 2.

LeMME 1. Soit @ = 0 ou 1. On a les formules de récurrence

e(2n+a) = a,
%(2%'}'“):%—1(%)7 p=1,2,..

Démonstration évidente.
Si Pon pose g,(n) = exp2ixf,(n) et si I'on appelle T' l'opérateur de
translation défini sur RY (T(e,) = (044.1)), le lemme précédent montre que:
@:(2n) = gr.(n),
Pe(2n+1) == pro(n)exp2ine,.
Posons alors:

n—1
8(m) = ' golk).
k=0

IEMME 2. On a les relations de récurrence:
8e(2n) = (14 exp2inc,) Spe(n),
8:(2n+1) = (14 exp 2incy) Spe (1) + O (1).

En effet:
2n—1 n-1 n-1
So(2m) = D) go(k) = Y 0o(2k)+ 3 po(2k+1)
k=0 k=0 k=0
N—1 n—1
= 2 e (k) + 2 ore (k) exp2ine, = S, (n) (1 exp2ine,).
i =0
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La seconde formule du lemme 2 découle du fait que:
By(2m+1) = 8,(2n)+ ¢, (2n).

On définit la moyenne:

Mc) = lilglsup

1 N1
Eé exp 2inf, (k) J
LeMME 3. On a:
M (c) = |cosme | M (Tc).
En effet le lemme 2 montre que:

8. (2n)

2n

8.(2n+4-1)
2n+41

= limsup

N> 00

lim sup
TN—>00

{ = |co8 ey M (Te).

Le lemme 3 en découle.
LEMME 4. On o Pinégalité:

Me) < ! ﬁcosmk).
k=0

En effet, si 'on itére le résultat du lemme 3 et si ’on remarque que
M (T"¢) < 1 pour tout entier » > 0, on obtient le lemme 4.

4. Démonstration du théoréme A. Soit (p,) une suite infinie stric-
tement croigsante d’entiers positifs. Soit y la fonetion caractéristique de
la suite (p,):

1 s
0 i

ke(pn),
k¢(pn)-

Soit # un nombre irrationnel et I £ 0 un entier. On considére la suite
¢ = (#ly (1)) La moyenne:

y(k) = [

1 m=l
lim —
n—o0 W =3

exp (Qin Zo?wlx(q) eq(k))

=0

est nulle car elle est majorée en module par:
M(o) = ]]‘[cosmzz(k)| =| I1 cosﬁmz| =0.
o=t k=i
’ "5(1’:)

La guite (z4,) ol 4, = Z’epi(n) est done équirépartie pour tout =
=0

irrationnel.
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Par ailleurs, montrons que l’on peut choigir la suite (p,) de telle
fagon que:

712

Iy =

7

olt ¢ est une fonction domnée qui tend vers Linfini. On peut toujours

supposer que ¢ est non décroissante car, si cela n'était pas le cag, on con-
sidérerait la fonction définie par:

04, (1) = O (),

I
>

w(n) == inf p(k).

k=n
Tl est alors toujours possible de choisir la suite (p,) telle que:

2(k) < ().
logn]
1082

k<[

(11 suffit en effet de construive la suite (p,) suffisamment lacunaire pour
que
logn

Card Tog?

Pl vy <

] <gp(n).)

Dés lors, la suite 4, = ) &y, (m) véritie les deux conditions du théoréme A.
=0

5. Démonstration du théoréme B. Soit 6 >1 un nombre réel.
Soit 7 # 0 un entier. Le lemme 4 montre que:
k3

%Z eXp(zi”lé? eq(k) 04’)‘ < 'g cosnlo®

k= I

lim sup

N->00

Si 6 n'est pas nombre de Pisot, on sait que le produit infini précédent
est divergent ([6]). La suite (f(,,)(n)) est done équirépartie.

Au confraire, supposons que 6 est un nombre de Pisot. Le lemme 3
montre que:

ﬂ[(c)=='j%i008ncklﬂl(1wcL
k=0

de sorte que les suites (fg(n)) et (fzve(n)) sont ou bien toutes deux équi-
réparties ou bien toutes deux non équiréparties. Or:

Sy (n) = ¢ Eep(n) 6°.

P=0

6 étant un nombre de Pisot, il existe v€]0, 1[ tel que pour tout n, on ait:

|6"] < 07" (mod 1),
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ot ¢ est une
modulo 1:

constante positive. Les inégalités suivantes ont lien

SO+OHT Lo
<O (A+v+724..0)

»
T

C—.
1—7

l.f.’[’"w) ()|

VAN

A

»

11 suffit alors de choisir » suffisamment grand (¢ —13—— < 1) pour consta-
-—T

ter que la suite (fTV(O)(n)) n’est pas dense modulo 1. Ceci montre que la
suite (fig(n)) n'est pas équirépartie.

6. Remarque. On peut montrer que les applications f, sont pseudo-
aléatoires sous certaines conditions ([4], [5]). De ceci décounle des géné-
ralisations des résultatis obtenus dans ([2]) et de certains contenus dans

(3

Additif: Soit A4 une suite infinie. On note par B(4) I'ensemble des nombres
réels » tels que la suite x4 soit équirépartie. Un sous ensemble X de R est dit en-
semble normal élémentaire 'il existe une suite A telle que B = B(A). Une intersec-
tion finie ou dénombrable d’ensembles normaux élémentaires ’appelle un ensem-
ble normal. Par la méme technigue de démonstration que celle du théoréme B, on
peut démontrer que ’ensemble des nombres transcendants est un ensemble normal.
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