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ACTA ARITHMETICA
XIII (1968)

Obere und untere Abschétzungen in algebraischen
Zahlkorpern mit Hilfe des linearen Selbergschen Siebes*

by

W. Scuaarn (Marburg)

Es sel K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade # und der Dis-
kriminante d iiber dem XKorper der rationalen Zahlen. Ist & eine Zahl
aus K, so werden mit £€M, b =1, ..., n, die n Konjugierten von & bezeich-
net. Mit N¢ = £ ... £&™ werde die Norm von £ bezeichnet. Die Zahlen
71,7, selen in der {iblichen Weise definiert, insbesondere ist also # = 7+
+275.

Untere Abschitzungen mittels der Selbergschen Siebmethode sind
bereits im Korper der rationalen Zahlen sehr viel schwieriger zu bekom-
men als obere (vergl. hierzu A. Selberg, [14], [15]). Insbesondere sind
daher auch nur wenige Anwendungen eines ,,unteren Siebes” in Zahl-
korpern bekannt, wohingegen die Methode der oberen Abschitzungen
dort mehrfach angewandt wurde. Fir untere Abschitzungen sei auf die
Arbeiten von Rademacher ([11]), A.I. Vinogradoff ([17], [18]) und
Andruhaev ([1]) verwiesen. In all diesen Arbeiten wird das Goldbach-
problem in Zahlkérpern behandelt, wobei sich Rademacher nur elemen-
tarer Hilfsmittel bedient, wihrend die beiden anderen Autoren die Theorie
der Dedekindschen Zetafunktion bzw. der Heckeschen IL-Funktionen
verwenden. Obere Abschitzungen fiir eine gréBere Anzahl von Proble-
men findet man bei Lenskoi ([10]), Rieger ([12]) und Tatuzawa ([16]).

In den kiirzlich erschienenen Arbeiten von Ankeny und Onishi ([2])
und Jurkat und Richert ([7]) wird nun gezeigt, daB man unter gewissen
Voraugsetzungen untere Abschitzungen bei Siebproblemen durch eine
einfache Identitét auf obere Abschitzungen zuriickfithren kann. Dabei
beschrinken sich Jurkat und Richert auf den sog. ,,linearen” Fall des
Siebes und leiten Resultate tiber die Verteilung von Fastprimzahlen
(Zahlen mit einer beschridnkten Anzahl von Primfaktoren) in arithmeti-
schen Progressionen her. Es ist das Ziel dieser Arbeit, die von ihnen

* Diese Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultéit der Univer-
sitit Marburg im Juni 1966 als Habilitationsschrift angenommen.
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angegebenen Resultate auf Zahlkérper zu iibertragen. Dabei wird nicht
genau die Methode aus [7] befolgt, sondern eine Methode verwende,
die von Jurkat und Richert in einer Seminarausarbeitung angegeben
wuarde. Auf die Weise 148t sich die Beziehung (4.3) aus [7] umgehen.
An ihre Stelle tritt der Satz 2.1, der eine Verallgemeinerung eines Hr-
gebnisses obiger Seminarausarbeitung darstellt. Man erhilt folgende
Shtze:

QATZ 1. Sei K ein algebraischer Zahlkirper vom Grade n. Die posi-
tiven Zahlen ¥y, ..., Yy mit dem Produkt y: = Y1 ... Yn sollen die folgenden
Bedingungen erfillen:

- n = . 4 <
Yrytr = Yrpargres p=1,...,7 ?/v?Ay y v=1,...,%; 0<4<1.

Sei t ein ganzes Ideal aus K, ek eine ganze Zahl mit (B,%) = 1. Sei ¢ > 0.
Fiir alle £ mit Nt > Ty(e, A, K) gilt dann mit y = (NY™¢: Bs ewistiert
mindestens eine ganze Zahl &K mit

& =pmodt;
0<§(T)<yv7 v=1,..,7; [E(”)]\{_'I/,,, v=rdly 0
2(8) <2,

wobel Q(&) die Anzahl aller Primidealteiler von & ist.

SArz 2. Sei K ein total reeller algebraischer Zahlkiorper vom Grade n
Fiir die y,, £ und B gelte dasselbe wie in Satz 1. Die positiven Zahlen hy, ..., Tt
mit dem Produkt H: = hy ... b, sollen die folgenden Bedingungen erfiillen:

0 <h,NE™<Ly,y b, =AH", v=1,..,9%.

Sei s> 0. Fiir y = v,(e, 4, K), y*® " = Nt gilt mit H = "™ Bs
gibt mindestens eine ganze Zahl EeIC, die den Bedingungen

& = f mod ¥;
D RNy, v =1,y
Q&) <2
gendigt.

Man vergleiche zu diesen S#tzen die Arbeiten von Fogels ([4], [5],
[6]) und Rieger ([13]), die die Methode von Linnik-Rodosskii auf Zahl-
koérper fibertragen, um dhnliche Probleme iiber die Verteilung von Prim-
idealen in Idealklassen mod f zu 16sen.

Die in der Arbeit auftretenden Konstanten ¢,..., ¢y, sind stets
positiv und, ebenso wie die auftretenden 0-Konstanten, nur vom Korper
K und von der Zahl 0 < A <1 aus (1.26) abhéngig, falls nichts anderes

gesagt ist. Inshesondere sind alle aunftretenden Konstanten vom Ideal ¥
unabhingig.
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§ 1. Zum Beweis der in der Einleitung genannten Resultate benostigt
man mehrere Hilfsfunktionen, die im folgenden eingefiihrt werden sollen.

Sei
1 i
w1 {w(u). = u fir 1<%<2,
(ww(w)': =wu—1) fir w>2;
1.2) quf): ES 1,¢ fir 0<ux1,
(wDw)): = —wD(u—1) fir u> 1;

dabei .ist an den Endpunkten die rechtsseitige Ableitung gemeint. Die
FuI{ktIOD..BD w(u), D(«) sollen an den Endpunkten » =2 bzw. % = 1
stetig sein. Mit diesen Funktionen definiere man weiter:

‘L(u): = ¢’ (uw(u)+D' (u—1))
W(u): = ¢ (uw(4)—D' (u—1))
wo y die HEulersche Konstante ist.

(1.3) ir ou>1,

Ferner
A(u): =w 'L(w), F(u): = A(u)—1
(1.4) . filr > 1.
Alw): = w 'l (u), Flw): =1—2i(u)
SchlieBlich sei noch
(1.5) Fy(d): = ev/p(-;i) —1 fir w>1;
1 fir 1<u<?,
(1.6) folu): = %
wt [ F,(dt  fir  w > 2;
u—1

2¢” [u—1 fir 1<wu

A
®

L7 B (w): = o0
() vt [ f(d i w>2,
U—~1
Die Funktion w(u) ist stetig fiir w > 1, und es gilt:
(1.8) w(u) =e"+0(™* fir wux1

(s. de Bruijn, [3]; die Funktion w(v) ist dort mit w(u) bezeichnet). Die
Funktion D(u) ist stetig differenzierbar fir % > 0, bei » = 0 rechtsseitig.
Man erkennt unmittelbar, da8 D’ () mit 7,(u) bei Ankeny und Onishi (P2)]
fiir 4 > 0 iibereinstimmt. Aus den dortigen Untersuchungen der Funk-
tionen 7,(u) folgen fiir « = 1 und D’(0) = 1 sofort die Ergebnisse:

(1.9) D'(w)>0 fir w0, also ist D(x) monoton zunehmend;
(1.10) D'(u) =0(™) fir u>0;
1.11) D{oco) = ¢,
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und daher wegen (1.9)

(1.12) 0<D) <¢ fir w>0;
(1.13) @ —D(u) = 0(e™™) fir w>0.
Aus (1.2) und (1.11) folgt noch:
o0
(1.14) wD(w) = [ D(—1)dt fix w>1.
U

Aus den entsprechenden Definitionen erhdlt man

4
(1.15) Aw) =22 jw =0 fir 1<u<2,
u
und daher
2¢” .
(1.16) F(u)=7—~1, flw) =1 fir 1<<u<2.

Wegen (1.8) und (1.10) gilt
(1.17) F(u)=0(", flu)y=0(" fir w=1

(natiirlich hingen diese 0-Konstanten weder von K noch von A ab).
Aus (1.3) erhdlt man wegen (1.1), (1.2) leicht

I'(uy = AMu—1), V() =4Am-1) fir u>2,
und daher:
wF (W) = —flu—1), (wf(w) =—Fu-1) fir u>2.
Das ergibt wegen (1.17)

(1.18) F(u) = w* ff fw) =w™ [F@a fir w>2.

Wegen (1.12) folgt aus (1.5)
Fy(u) =0 fir w>1,
und somit ergibt sich aus (1.6), (1.7) insgesamt:
(119) F(uw) >0, f(u)>0 fir »=0,1,2,...und w >1.
Wegen (1.9) ersieht man daraus auch

(1.20) F,(u),f,(u) sind monoton fallend in 1 <% < 2 und auch in
2 <wu firv=0,1,2,
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Levma 1.1. Es gibt eine absolute Konstante c, > 0 (also unabhéingig
von K, A) mit:

O I

(1.21) fir  wz1,v=0,1,2,...

2741
I, (w)—F ()] < (%) v

Beweis. Fiir Fo(u) folgt die Behauptung auns (1. 5), (1.13), (1.17)
und D(w/2) = 4 fiir » > 1. Somit folgt sie auch sofort fiir fﬂ(u Sei
M: = max(2, »—1). Dann gilt wegen (1.16), (1.18)

0 firlgu<?,
. —Fu) =y _ ;
(1.22) F,(u)—F(u) [u lf Uy ()—F(0)]dt fiir 0 >2, v =1,2, ...
0 fur I<u<?2,
b4

Die Behauptung ist daher nur noch fiir % > 2 zu zeigen. Sie gelte fiir
y—1 > 0. Dann folgt aus (1.22):

=2 21 w1 ,—M
|7, (w) —F (u ~1 f R ( ) el = ¢, (ﬁ) A
i 3 u

Daraus folgt (1.21) fiir F,(u) wegen der Erklirung von M. Aus (1.23)
folgt nunmehr die Behauptung fiir f,(u) ebenso. Damit ist (1.21) voll-
sténdig gezeigt.

Wegen (1.21) und (1.17) gilt mit einer absoluten Konstanten:
(1.24) F,(u) =0(e™), f(u)=0(" fir »=0,1,2,...

und % >1. Wegen (1.19), (1.21) sind F(u) >0, f(u) >0 fir % >=1;
wegen (1.16), (1.17), (1.18) sind daher beide fiir » >1 gegen 0 faﬂlend
Wegen (1.15) kann man F(u) durch die Festsetzung

26" .
F(u): =7——1 fir 0<u<1
stetig bis 0 fortsetzen. Setzt man A(u) nach (1.4) ebenfalls bis 0 fort,
dann gilt:

LeMMA 1.2, A(u) ist eine fir w > 0 stetige, monoton gegen 1 abmeh-
mende Funktion. Insbesondere gilt

14

2
A(’u):—:— fir 0<u<1.
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Alu) ist eime fir u=1 stetige, monoton zunehmende, Funktion mit
0 <A(u) <L

Fiir die folgenden Rechnungen ist es nutzllch, eine Anor dnung der Prim-
ideale p von K einzufithren. Zu dem Zweck ordne man die Primideale p
nach der GrsBe ihrer Norm an, das heiflt, p, komme vor p,, falls Np, < Ny,
ist. Haben mehrere Primideale gleiche Norm, dann ordne man diese belie-
big, aber fest an. (Da filr zwei Primideale p, ¢ mit gleicher Norm gelten
muB, daB sie Teiler derselben rationalen Primzahl p sind, und da eine
rationale Primzahl in hochstens n verschiedene Primideale zerfallt, gibt
es hochstens n verschiedene Primideale mit gleicher Norm.) Man setze
noch p,: = (1).

Tiir ein ganzes Ideal a des Korpers K sei p(a): = maxv Bezeichnen

v u(a) die Mobiussche, ¢(a) die Bulersche Funktion fiir Ideale, und igt §
ein ganzes Ideal aus K, dann sei fiir ganzes rationales 0= 0:

3 EO g =[] a-wey,

1SNz lP((!)
ﬂ(a)<e
(at)=
wo der Strich am Produktzeichen besagt: p,t f (dieselbe Bedeutung soll
der Strich. auch bei Summen iiber Primideale haben).
Es soll noch gelten, daf leere Summen = 0, leere Produkte =1
gind. Seien ¥y, ..., Ys positive reelle Zahlen mit dem Produkt y: = 9,...9a
und den Eigenschaften:

Yrtr = Yrprgrs  TUY v =1, 000,755
es gibt eine Konstante 0 < 4 <1 mit y5 > Ay¥", h=1,...,n.

(125) Sz, 0: =

w=1

(1.26) l

Sei a ein ganzes Ideal aus K, f« K eine ganze Zahl mit (8, a) = 1; dann sei
0< Py, h=1,...,7,
EP <y, B=rtl,...,n

wo & ganze Zahlen aus K sind und die y; (1.26) geniigen. Bezeichuet | M|
die Anzahl der Elemente von M, so gilt:

’

(1.27) M:= [E; £ = fmoda;

y\ . (2m)"
(L.28) |M| =B — +0{( ) +1 mit B = ——.

Na ’ [z
(Dieses Resultat 148t sich beispielsweise aus [12], ITL., Hilfssatz 9 her-
leiten.)

§ 2 Fir ein ganzes Ideal I aus K bezeichne o(f) die Anzahl der
verschiedenen Primidealteiler von f. HEg gilt:

log N¥
2.1 — o108t _
1) o) =0 (1oglog31vf)
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Beweis. Seif (1), t=p}...ple, L, >1 fir i=1,..., 0, wobei

die p,; paarweise voneinander verschieden sind und o = o (t) ist. Dann
gilt fir o = w,:
Nt = (Np, )1 ... (Np, o > Np, ... Np,
2 (Np, ... Npy) '(an“ v NPaa) o (s Np[m/n]n)
> pipy .. p}’;,/,,] (p; sei die i-te rationale Primzahl)
= ([o/nlly"

log Nt = nlog ([ L] ') > [%] -log [%] > c,wlogw,

<o log Nt
050 loglogSNf

daher:

also
fir o> ow,.
Daraus folgt (2.1) mit einer geeigneten Konstanten ¢,.
Es gilt:
(2.2) esrlog(r+1) < Np, < crlog(r4-1) fir r>1.

Beweis. Bs ist

r < a(Np,) < o insbesondere ¢ < ¢ NY,

Np,
log Ny, ’
(Landau, [9], 8. 111). Also: log(r+1) < ¢,log Np,, und somit

NP, = ¢7'rlog Ny, > csrlog (r-+1).
Entsprechend gilt:
= a(Np,)—m,

wo m die Anzahl der p, mit Np, = Np, und » > r ist, also 0 < m < n—1;
deshalb:

— -Npr 'pr )
log Ny, log2Np, |’
und daher

Ny,

S Cyp .

‘ " 0 Tog W,
Daraus folgt: log(r+1) > ¢,;log Np,, also

Np. < e'rlog Ny, < egprlog(r+1).

- Daraus ergibt sich (2.2).

Acta Arithmetica XIII,3 b
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LEMMA 2.1. Bezeichnet ax das Residuum der Dedekindschen Zeta-

Funktion, Cx(s), donn gili:

e’ 1
") — >1;
(2:5) B = iog +0( Tog 37, ) Tt
(2.4) R (r)"! = agdlogNp,+0(1), r>=1.

Beweis. Fiir ¢ > 2 gilt (Landau, [8], S. 152)

v 1 1
(2.5) NVZJ;E = loglogz+ (logag+y—Hg)+ O (i(wg—m)

mit Hg —-”Z T Daraus folgt fiir B} (x): valx(l——Np‘l):

log By (x) Zlog 1-—Np~? ZNP_ Z 2 N

o= Ny<a Np<E v=2
= —loglogs—logag— y+ O((logw)™) + 2 Z N
Np>a v

= —log(axe’loga)+ O((logm)™),
da der letzte Term der vorletzten Zeile = O (»™') ist. Also folgt:

=

By (@) = p +0((loge)™), Ri®)! = age’loga+ O(1).
Wegen
Ry (Ny,)
Bu(r) = 1 —r- = RI(Np) (L —Hp; )"
Np,,:z!fg,. N(l—N )

= EI(N¥p) {1+ 0((Xp,)7)}

folgen daraus (2.3), (2.4).
Wegen (2.5) gilt

(2.6) 2—— = loglog Np,+ (log ax + y—Hg) + O((log ¥p,)™Y), 7 >1.
y=1
Es gilt:
e
2.7 =
(2.7) o0 O(loglog3XN¥),
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denn fiir f 3£ (1) ist

Nt =0
@ — A= < [[0=Np7) = By

pIE

Il

ag€’log Np,+0(1) = O(log Np,) wegen (2.4),

I

O(log3w(t) = O(loglog3Nt)  wegen (2.2), (2.1).

LEMMA 2.2.
e
(2.9) R,l(‘g) = O(log Np,)+0(1), o=0;
(2.10) Ry(o) = 0(%?), o=1;
o e

R(p)  logNp, ( loglog 3¢
2.12 = _
( ) Ry(0) log Np, + log NP, ); Zo=2l, 0>0=0
1 p(f)
213) — = agé ol 1 ' So.
@13 e = = gy 08N OlloglogsNY, - ¢ >0

Beweis. Zu (2.8):

R(o) Ri(o) T Ri(o) ( log Np, )
= — N ,
R(e)  Eule) H =20 <7~ \log .

Pylt
wegen (2.3), (2.4).
Zu (2.9): Behauptung folgt aus (2.8) mit ¢ =1; wenn man noch
beriicksichtigt: Np, = 1, R,(0) = 1.

Zu (2.10):
Ri(e) = Bi(o) [[(1—Np;) ' < ;1‘% “Ry(0) = 0(loglog3N¥(log Np,)™")

pylt
Wegen (2.7), (2.3).
u (2.11): Wegen (2.8) kann man voraussetzen

2loglog 3Nt < long,,
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Dann gilt:
-Rf o) R1(°' 1
(1—=2p;7)
Rr 0) Rl(@ ’](l
[4
log N'p, -1 | -1
= 1+ 0((log Ny, 1—Np, .
tog . (1 0(00 %) )}ﬂLL( P
Bt
Es ist
e . ot o(f)
1> J] @=30h > @50 = 1- 5
N
log Nt -
>1— 0( T, )>1—~0((10gND,) 9.

Also gilt mit obiger Voraussetzung iiber Np,:

e

[] =39 =14 0((log Np,) ).
y=0-41
it

Zu (2.12): Vorbetrachtung: Sei z>1 gegeben; dann kann man
stets ein 7, > 0 finden mit
(2.14) Np, <2< N Prot-
Nach (2.2) gilt fiir 7y > 1:
V z' .NP,, +1
(2.15) — < — Lo
Np,, T Np,, ¢

(2.15) gilt natiirlich auch fiir #, = 0.

Zunéchst kann man wegen (2. 9), (2.10) annehmen: Np, >

C1q = 2.
Ferner kann man annehmen:

2loglog 3Nt < log Np,.
(Der Fall 2loglog3 Nt > log Np, 1iBt sich folgendermaBen auf diesen

zurtickfithren: Man wihle obiges » — log23Nt; dann gilt wegen Np, < 2:
7o+1 > o; und daher

Bile) _  Bie) (loglogSNE )
Ri(o) = Ry(ro+1) log Np, ')’

hm@

Obere und untere Abschitzungen in algebraischen Zahlkérpern 277
dies folgt fir ¢ > r,+1 nach (2.12), (2.1

5); fiir p << ry+1 folgt es wegen
(2.8), (2.15). Daher

R (o) _ log Ny, . (loglogSJ\ f)

R(s) log Np, ™ log Ny,
wegen
log Np, < (1oglog3Nf)
log Np, log Np,
R(e) _ Rilo) T . Ry(o)
= 1—Nprh)t=
(o) R, (o) vll( b Rx(U){1+0((10gPNe)_l)}

pylt

wegen der Uberlegung bei (2.11),

_ logXNy,
" log Ny,

{1+ O((longa)‘l)},

wegen (2.3), (2.4), Np, > ¢;,, womit (2.12) bewiesen ist.
Zm (2.13): Wie bei (2.12) kann man annehmen: log Ny, =

e, log Np,
> 2loglog3NE. Dann folgt:

[](1—Np™)
1 - 1 L bit
Ri(0)  Rifo) H(l—-Np:l)
o(f)

= ——" 11 OION
ks () L HOllo8

I

woraus (2.13) fiir ¢ > 1 wegen (2.4) folgt. Wegen B(0)=1, Np, =1
folgt daher (2.13) auch fiir ¢ = 0.

Es gilti:
(2.16) 1< 8@, 0) <Ry(e)™?  fiir 2>1, >0,
denn: ’
Q’
H (14+o(p)7) = Re(0)™

=1

LeMMA 2.3, Fiir o > 1 und alle ganzen Ideale € aus K gili:

o
"ETNE

N7 A2

iy~ )
(a.h)=1

(2.17) logz+ 0((10g10g3Nf)]
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Beweis. 1) Fiir # > 1 und alle ganzen ¥ gilt:

o()
UK

(2.18)

¥
Es ist:

DEEED)

1< Na<® 1< N

(a,f)=1

tit

vt o= 3 e
1< Ne<a/Nt
tl!
#(t)

@
A —_ t
oL {azlog =R, )}

2 \T
J (f)logﬂ)

(2.19)

® - i
- axlogm‘%f_ +0(]p;[(1+Np 1))+0(2 u;w

13
Nunmehr gilt:

@ [[a+x5y

it
wegen (2.4), (2.2), (2.1).

(b) i t)lo Nt= Z"”Z’logzvp

tit plt
1 N
_ E og Np Jz (C)<(
N¢
Pt

o(f)

< JJ@+8p7) < Ryfo(8) =

v=1

O (loglog 3N¥)

- log Np ) (
it Np Z

cft

ﬂ“(C))
N¢

b
a(t)

logh¥

= 0(10g10g3Nf Z 0e NP, ) = 0((loglog3N¥y).
=]

Die letztere Ungleichung erhilt man wegen.

D, (log Np)/Np = loga+0(1)

(Landau, [8], S. 117)
Ny

hm@
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und der iiblichen Uberlegungen, wenn man fiber p, summiert. Setzt man
die Resultate von (a), (b) in (2.19) ein, so erhilt man (2.18).
2) Fiir # >1 und alle ganzen ¥ gilt:

u*(a)
Na
1< Na<z
(@h=1
Es ist:

N
Na

(2.20) = ax {z'(2) ” (1+ Np~")'logz+ 0((loglog 3NEY.

plt

Z Na-lzﬂm =

1<NaesT 2la

(a,f)=1
_ 2 u(t)
- e |

1 NtQYT
(th=1

#(t)
Ne

)

1gNi<y
th=1

2 Nct

\N:<E/Nt2
(ch)=1

1< N
(a,f)=1

o(f)

20 Jog—2 4 0((loglog 3NE)
v g +0|(loglog3Nty’)

wegen (2.18)
+0 {logm Z Nt'z}—[—
Nt>Vz
+ 0((loglog 3NE))
1+ Np~Hoga 4 O (x~Floge)+

e loga

u(t)
= KNt

Nt

)

H(t)=1

= ag {£'(2)
ot

woraus (2.2

+0((loglog 3N,
0) folgt.
#e)

IO [] »

ple

o DS e

1<N(g()) <z 1< Na<ce 1< (e()) <>
(e f)=1 (a(;;lg 1 (c,B=T

2 (Vew (g(e)) ™ {az {'(2) H (14 ¥p~h)~'log

1<N(a())<z plEc
(eh=1

u*(a)

pla) Z

3)
1< Na<2 1< Nagw
(a,f)=1 (o, f)=1

pi(a)

1< Ne<z
(a,)=1

.l .
Z Ne¢™! mit
2(c)la

w19

1< Nt <2/N (g(0))
(tte)=1

T T
0 ((mglogww(q(c)))’)}

wegen (2.20)
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. cl—g(z)n (1+Np~ Y logs Nc””(l\’p-{—l)“~
it 1<N(a())<e ble
(©)=1 .
log N (g(¢))
—1¢¢ Ty~ 1y—1 . - N LA
—olx (‘)H(HM_ o Ne[](¥p+1)
yii <N )<~y
{ef)=1
loglogBNE-N (g(e)))°
+of ”(*".x“rc—.zmzz(;qyﬁ)*}
lsiv(rc)t(r)l)gw

Hieraus folgt nach einigen einfachen Abschiitzungen (2.17).

Levma 2.4. Set 0 >0, 2> 1 und Ny, =2 Dann gilt:
logz
log Np,

(2.21) Si(z, @) = ¢""Ry(0)™'D ( ) + 0((loglog 3NE)¥).

Beweis. 1) g = 0: 8(e,0) =1, D(o0) = ¢ wegen (L.11), &(0) = 1.
2) Sei NP, > &, insbesondere also ¢ >1; dann gilt:
uE(a)

I<Na<gz ? (a)
(a,f)=1

S!(wz 0) = Ly
Na=w, a,f)==1 Qﬂ(a)

plamitv>g

Die letzte Summe ist hichstens dann nicht leer, wenn N P, = @ ist. Dann
miissen die auftretenden a aber Primideale p, mit Np, = Np, =, »> ¢
und p,1f sein. Also erhilt man mit einem geeigneten m, 0 < m < n—1,

’q -
Si(z, o) = po _ _m
1Fee P0) 21
(a,)=1
_e(® ! . 1
= agﬁg—logw—k O((loglog 3NE)*) +- O (&~ 1)
. wegen (2.17) und » = Ny, > 2
= aKi(Qlogm—{—O((lo log 3NEY) |
Nt glog AL ).
And . . logz - .
ndererseits gilt wegen 1 -<1 nach (1.2) und wegen (2.13):
' ongg
_ - logz %
¢ R, I_D —] = L
+(0) . (longe) a4 —10ga+ 0 (loglog 3XY).

Damit folgt (2.21) fiir Ny, > a.
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3) Sei Np, <@ < Np,,, und p >1. Dann gilt:

uia) 1
) N;f?(p") :

ntt

Si(z, o) =
1< Nasm
(a,f)=1
denn falls Na <  ist, folgt fiir alle p ja auch Np < @ und daher Np < Np,;
also weiter
=g o logz+ O((loglog 3Nt
N

wegen (2.17). Andererseits:

loga e’ .
= 1 0(loglog3XN¥).
IOngQH) ag Vi ogz -+ O(loglog3Nt)

o Rie+1y7D
Somit folgt:

1 .
84(@, o) =e“"Rr(g+1)‘lD(v— 0e® )+O((loglog31\’f)‘).

log NP,y
Es bleibt zu zeigen: Fiir o =1, Np, <2 < Np,,, gilt:

e ( logz
Ei(o) \logNp,

(2.22)

loga ) ) — 0(loglog3X%y).

6—1’
ERi(e+1) ( Tog N9,

Nun gilt wegen (2,13) und der Beschrinktheit von D(u):

4 logx ) e ( logz )
(o) (10gNPg Bi(o+1) \log¥Np,
g5 \ 1o g, D287 ) 0 (loglog3 Nt
< o= long‘*'D(logNDe) “mgi\p”lD(logNDw 0 (loglog3 )

logx logx ) , ; .
—- D 4+ 0(loglog3N¥)
< axlog Np, (log_Npé. fogmp,a) T
2.15 t logm — <L 7 w_
wegen (2.15) mi Tog NP, 7 Tog ',

logx (N pg+1)} _ ¢
= - 1o +0(loglog3N¥) = O(loglog3NE).
{logzvpg.ﬂ &\,

wegen o < Np,., und (1.10).

Damit ist (2.22) bewiesen; insgesamt also anch (2.21).
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LEMMA 2.5.
4
(2.23) D pp) Bev—1))" = By(0) =1, ¢ >0
y=1
< 4
(2.24) DV Np Ry(v—1) =1—Ry(e), ¢ >0;
y=1
29 Yot ( 2 v=1) = Bis, 01, 5> Np,, ¢ 0.

v=1

Beweis. Fir g = 0 sind alle drei Behauptungen richtig. Die Be-
weise werden durch vollstindige Induktion nach g gefiihrt.

Zu (2.23): Die Behauptung gelte fiir ¢ > 0. Man kann annehmen,
daB p,.,11E, denn sonst tritt das Glied mit p,,, in der linken Summe nicht
auf, und rechts ist Ey(o+1) = R;(p). Also folgt:

e+l

Moty

r=1

DB (v—1)7 = (Rt(Q)_l-l)+(‘P(Pg+1)Rt(e)}—1 = Ry(o+1)"'—
Zu (2.24): Folgt ebenso wie (2.23).
Znu (2.25): Bei p,.q|E; wegen (a,f) =1 fir die in den Summen auf-
tretenden a ist dann

Se(z, 0-+1) = 8i(w, o).

Algo gelte wieder: p,.,1¥, ferner » > Ny, ,,.
e+l
)78 ~1) = 8 (@, o)1+ 8 (<) o} - -
é’«p(p) ,( T ) (@, o) +S‘(Npe+1"’) ?(Pes)
Wegen

By(w,0+1) = 8(, Q)+qg(p9+1)_l-ﬂf(_jr—:——7 Q)

folgt damit (2.25). e

DerFiviTION. Die 4y, ..., 4, moégen (1.26) geniigen. Dann sei fir
BeE mit (8,7 =1
0< &M g
1% <
M2 = {&; &M und a}é}.
(2.27) 'A'(M“’ e): = |§; §eM, und p,4¢ fir v =1, ...
Al(Ma: 0): = fMul

(Wegen (ﬂ, ¥) =1 kann man sich in (2.27) natiirlich auf diejenigen
Py v =1,..., o, beschriinken, fiir welche gilt: p,4¥.)

SNE i = e
=‘£;§Eﬁmodf; <% fr b =1,..om, ]

(2.26) <y NE® fiir b=, 41, ..., 1,

vel, ez1;
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LeMMA 2.6. Fir ¢ =0 und ganzes a mat (a,¥p, ...

er—Z Ay( M

ye=1

D) =1 gilt:

(2.28) Ay (M,

a!@ a,,,v—l).

Beweis. (2.28) gilt fiir o = 0 wegen (2.27). (2.28) gelte fiir o> 0.
Eg gilt:

Af(My,y 0)— Ay (M, 0+1)
_le: =fmodt, 0 <MLy NEV" h=1,...,r,
" £ =0 moda, EM <y NE™ b= 1141, ..y
pAE Ty =1,..., 0, Peralé
= -A!(Mapﬁ.l’ 9)'
Also folgt:
A( My, o+1) = A(M,, Q)_A!(Mupeﬂi 0).
Da | My, ,,| =0, falls Posalf, ist in dem Fall aunch A,(] wpes1? ) = 0-

Somlt folgt (2.28) aus der Induktlonsvoraussetzung
LeMMA 2.7. Fire >1, o0 = = Ny, gilt:

e log(m/Np,,)
D Frey e (Rem.)
logz

e—?
T Ry(o) (1onge

Beweis. Klar fiir ¢ = 0. Sei nun ¢ >
tielle Summation. Man setze noch:

logz )
log¥p,/)

> 1. Der Béweis folgt durch par-

) —14+0 ((loglogSNf)'exp (——

v

se): = (plo) B —1)

j=1
Z (p(9.) Re(»—1))*D (%1%’))
onleie) - S ] ool
-tncorao () - Smer-a '4pl52)
wegen (2.23)
-tnsor o Bef) -5 [ e o)
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da die Integrale. mit Np, =
konstant ist,

Np,.; versehwinden und Ry(m(w)) stiickweise

Ny,

= (Rf(Q)—]—J)D(MM) -lfQ(R;(n(w)]‘l—l)d{D(M)}

log N'p, logw

-1, (log(/Np,)
—_ g 1 AT Vel
= —&'+ Ry (o) lD( 1‘)ng0)
"f [long,,(w) O(IOglogSNE)](l{D(Wlf')_gﬁa_ak/w
log Ny, log Np, logw
wegen (2.12) und o > 1;
wegen 108 Ny, = logw+ 0(1) folgt weiter:
: - log(@/Nyp,)
— g 1 L2
rori bl
_ f [ logw (10g10g3l\7f)]d{p(log(m/w) .
log Ny, 1\ logNyp, logw )}
logx logz - D(t—1)
= —e”—}-()(lo log3 Nt -ex (~— )) _— 7
B " Tg vy, | T Rlotog Ty, lf BT
lc'gl\lpe

wegen (1.13), und daraus folgt wegen (1.14) die Behauptung.
LEMIMA 28. Fir e>p>1 gilt:

D) e = log[f 2P

o2 Ionge-l-l
Beweis. Wegen (2.5) folgt mit Dxg:

Zg’ Np;?

(2.30) )+ 0((longe)“‘).

=logag+y—Hg unmittelbar
= loglog Np,+Dg + 0((log Np,) Y.

Daher: =
< -1
é’qz p) ZN» +Z (Wp, (Np,—1))"
= loglog Np, +Dc + 0((log Np,)Y),
Di: = D+ > (Ny- (Np—1))
Somit: . |

Z; #(p)" = loglog Np, —loglog Np, + 0((log Np,)~})
e<ro
log Ny, log ¥
= log(%__) 1 (_*..&;1
log¥p,,, log

log Ny, ) + 0((1()ng0)‘—1) .
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Daraus folgt (2.30) wegen (2.15).
SATz 2.1. Filr > 1,0 >0 gil

_ _ loga loga
¥ 1 - 2
(2.31)  S(xz, 0)—e "Ry (o) D( Tog pg) = O{( Tog Ny, -l-l)(loglogSNf) }

Beweis. Klar fir ¢ = 0. Im folgenden kann man also annehmen:

(2.32) z>1, ¢>1, also Np,>2.
Sei

_ _ logz
(2.33) 8(a, 0): = Sy(w, @) — e"Ry(e) 11)( - Np,_,)'

Sei nun ¢ = 9 > 1,

e flog(a/Ny,
hw,o)—hl@ )= Y el {sf(Np,v 1)~Rl(w_1)D(longy_l)}+

p<Y<Lo
{ D (log(mlN m)) D (10g($/N b,)
10ngv—1 IOngv

log )
log Ny,

Z @lp,) ™" 5:( ,v—l)—]-O{(loglogSNE)exp(

e<r<o

% > Np,, dann folgt nach (2.33), (2.25), (2.29):

reT

* 2 P ()

e<r<o

)}'RE(”—‘l)_l"["

+0 ((10g10g3Nf)'exp ( -

(2.34)

logx

lo nga)}+R
log(2/Ny,)

)_D ( log 7p, )}

log(w/Nm))_ ,(log(m/pr) )}
ke . P Togmy, T

mit;

Ri= N
AL e hIEp—1)
Es ist:

e {(logw/pr)_
P (p,) Be(v—1) |\ logNyp,_

log(/N'p,)
{D( IOg—NDa«—l

(A3

mit 0 <0 <log——

1 1
Ny, ( log Ny, ; long”)

’ logzx
|

- )(p(pv)_l}
0<r=o log ¥p,
logz logz ) _1}
{10ng,, ( og ) 20 7%

Q<o
logz (
7| 10g Ny,

wegen (1.10), (2.9)

loga (
‘ex
log Np,

(2.35)

logx log Np, ) 0(1) ),
- longa) ( Og(longHl + log Np,

wegen (2.30).
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Also folgt aus (2.34):

ble, ) = oy )= ) ook 0=1) +
p<r<L0o
log®»
4 0 {ext (— )(loglog.’iNH«
(2.36) [ P\ Tog 2y,
log2 log' Ny, 01
4 loe (10g( gT 4 )+ (_r) )
log Ny, log Npyy1 log Ny,
fir # > Np, und o = p > 1.
DEFINITION. Fiir w >1 und h =0,1,2,... sei
(2.37) me(w, h): = sup |6 (2, A)].

Nz
Ny <sc<Np,’{i}

Seiennun w > 2 und h >1 fest vorgegeben. Hs gelte:
(2.38) Nyl <o < Npl! mit® Np,>w

Zu o wihle man ein ¢ > ¢ mit Np, <& < Np,,, (insbesondere folgt:
z > Np, wegen h > 1). Das ist moglich” wegen

Ny, <o'™ < Npil™  nach (2.38).
Also gilt:
(2.39) Np* <o <Np',, wund daher auch Np''<w < Npl,.
Daraus erglbt sich:

(2.40) Np" !

fiir <
pr\ U e<v<o,

denn (2.40) ist glemhbedeutend mit: Npli-N pv <N p""’l, jedoch
Nphl.-Np, < Np? < Npl < @ wegen (2.39); und Npi+ > pr:*[ ! > wegen
(2.38). Wegen (2.36), (2.39), (2.40) folgt mit dem zu ¢ und % gewihlten o:

80, 1 < 182, )+ > () ( p,v—)

e<r<se

loga log Ny, 0(1) )
logl y 4 :
exp( Np )(og 0g3N’c’+ og Np, (Iog( long,,_H) [ log Np, )]

Smy(w, h—1)+ 3 p(p) " my(w, h—1)+

[ A

._i-

- h--1 1
0le h, —h ( i }
+ { -loglog3Nt+-he™" log n -+ logw) )
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. logx .
denn wegen (2.39) gilt: h <— :
gen (2.39) g h Tog Xy, Wege]e (2.38) hat man

logl\TpL,Jrl ],qu;

1
=)
Somit ergibt sich: ‘

8@, o) < mylw, =1) (1+ T g(p)7) +

e<r<o

+0 { ~*oglog 3Nt he " (log hitt + __.1___)}
h logw

h+1 [
+ 16
b logw

< g (w, h—1) {l—Hog } +eishe*loglog 3NE

v wegen (2.30).
Letztere Abschitzung gilt fiir N

. .
Ny <o < Npil, Ny, zw, =1, w>2.

Die rechte Seite hingt aber nur von h,w ab. Folglich gilt diese Abschit-
zung auch fir my(w, h):

(2.41)  my(w, h)

h4+1 ¢
<mf(w,h—1)( - + 10;104)+al6he‘hAloglog3N‘f, w=2, hzl.
Fir w >1 hat man:
mw, 0) = sup Sz(m,z)‘—o—mfurll)( e )
Npzzw log Ny,
1<B<NY 41 .

Da (2.21) auch fiir # =1, ¢ > 1 gilf, folgt aus (2.21):
(2.42) ‘ my(w,0) = O((loglog 3.NT)7).

Ferner ist durch (2.21) die ‘Beha,upitung‘ (2.31) fiir Np, >« bewiesen.

Weiterhin kann man daher Np, < # voraussetzen.. Sei also ¢ > 1, w =-Np,
lo

(msbesondere also w=>2); H< —I%U— H+1. Fur H,p ergibt sich:

No¥ < w; NpEH > @ Folglich:

[6¢ (2, )] < sup 18 (=, 2)| = m,(w H):
Npy=>Np,
NnH<ﬂ<Nv;+11
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(2.41) ergibt durch Iteration:

H+1 C16
my{w, H) < my(w, H—1) (T + oz

C16 )H+
logw

) + ¢,s He Tloglog 3NY

< my(w, 0)(H+1) (1 +

o

H+1 [
- —(H- 16
+01610g1033Nf{Hg Tt (H-1)0 ILT‘ (1+ logw)+

_p, H+1 (l C16 )H—l}

2 logw

+.. e

H
< oy(H+1) (1+ T:_;E) (loglog3NE-+my (1w, 0))

1 e loga
2.43 < o |~2BE )(14 —26 | ToEw (loglog 3NE?
( ) logw logw
wegen (2.42),
logz .
a) Sei logw > (loga)™?, i%?{ < (loga)™. Dann gilt:

oy \1oEE
(1+ —i—)lfw =0(1).
logw

In dem Fall folgt der Satz aus (2.43).

b) Fiir logw < (logz)#* erhélt man:
logw )
— e ?Ry(0)"'D |-——2r
Sz, o) — € " By(@) (k’nga

log® —1
< 2R
o) < 2E(e)

wegen. (2.16), (2.12)

< 8o, e)+6"R:(e)‘lD(

loga
log Ny,

= 0(logNp,) = o{( +1) (loglogBNf)“}.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

LeMMA 2.9. Fiir 2 =21, 0 <o <o gilt:
(2.44) Ry (0} 8w, o) < By(0)Sy(2, o).
Beweis. a) Fir p, [t gilt:

Bi(0) 84w, 0) = By(0—1)8y(2, 0—1).
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b) Fiir p, 1t gilt:
Sy(®, 0—1)

Ry (0)8¢(w, 0) < Re(o0) {S:(w, c—1)+
®(P,)

} = Ry(0—1) 8¢z, o—1).

Aus a), b) folgt (2.44).
LeMyma 2.10. Fir o > 1, o > 1 gilt:

logx

_ogw logz
(2.45) Ry(0)8¢(w, o) = 1—(1— Ry(p)) %% >I_EXP("R1(9)T07£\TE)'
Beweis. Man betrachte die Intervalle
logz
— < E=1,2,...
log Ny, p k=13
1
Sei # =1: Dann hat man 0 < 8o <1, also
log Ny,

loga
1“(1“31(9))1031\’”" < 1—(1—Rt(0)) = Ri(e) < Ry(o) 8i(=, 0),
da  Si(w, o) = 1.
logx
log Np,

Sei k>1 und % < < k+1. Dann folgt:

Log(a/N'p,)
log Np,

Falls die erste Ungleichung in (2.45) fiir das letztere Intervall schon
gilt, folgt:

k—1 <

@

log(z/Nyp,)
2.46 —_
( ) Ny, ’ 9)

RI(Q)SE( >1—(1—Bi(e) =% .

Wegen. (2.25) gilt:

R8s, 0) = R fi+ > vl 8 (5 —1)}

y=1

e

= R(o)+Filo) Y

[2=51

r Ry(v—1)8;(®/Np,, v—1)
@ (p,) Be(v—1)

4

> Ry(0)+Rele) )

y=1

1
> R0+ Rue" S (5 of (7

* Ry(0) Bu(x/ N9, s0)

2.44
P B e (B4

—1) wegen (2.23)

log

> 1—(1—Ry(0)) ™™

Acta Arithmetica XIII3 9

wegen (2.46),
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womit die erste Ungleichung von (2.48) bewiesen ist.
Wegen log(1—b) < — b fiir 0 < b <1 gilt:

A logz _loge
exp (10g(1'—Rt(@)) m) < exp (—Rn(a) logmNpQ)
log
< GXP(*—RKQ)M)-
“Lmmva 2.11. Fiir 2 21, ¢ =0, Pylo H p, gili:
Nb
(2.47) 8i(z, 0) = 207 Sm(m ) e) falls - D] P(e);
(2.48) Ri(0) 8¢ (w, @) = Bi(0) 8.2, 0);
(2.49) S8z, 0) = H(z, o) mit  Hz,0):= Y Na
1< Na<®
D(a)<e

Beweis. Zunichst sei D ein beliebiges ganzes Ideal aus K:

S = D p@t =D M g 5‘(,, Y e

1<Na< th  1<Nagz 1S Nb52/ Nt
alPy(e) alPy{e) ilP[(e) ' 51Pg(e)
(ad)=t (B,0)=1
@ :
—_— -1 -_—
(2:50) = tE o) Sn,( Nt,@)-
HP(e)

Tilr d|Py(g) ergibt sich aus (2.50):

Nd
Se(z, 0) = S“(Nb’e) 2‘}”( —S"’(Nb’e) ()

Das ist (2. 47) ]
Weiter folgt aus (2.50):

(@, 0) < Sul@, o) D o)

HERe)
fiir ¥ = (1) folgt:

8y, 0) < S8y(@, o) [ [ (L+9(p,)7)
b
By (o)

R;(@) '

=8 (2, o)
Das igt (2.48).

Zu (2.49):

1< Nag® Na pla
Dla)<e
w*(a) _
= XSS N mis o= v
1< Naz a(e)la ple
D(a)<e
i hL. 2
== Nb 2 u2(a)
1N (g(b)) < alb
p(b)<o q(E) |u, Nae
al
#(g(b)
_(*‘*')' = H(z,g),
1<N(a(h)) <2
- p(b)<e
womit auch (2.49) gezeigt ist.
§ 3. DEFINITION. Tfiir $ > 1, p >0 sei
D) Nbd Sy(t/ND
(3.1) dy: = #(P) Byt 79).
4 O
Man erkennt unmittelbar: :
A =1
(3.2)
4] < u(D)?  mnach (2.47), falls D]P(0).
Ferner gilt:
t
(3.3) %%m "é)t 0>0, 1< Nt <1,
bl‘i)?d’) o (8)- 81y 0)
b
denn:
v — S ( ) S_’ ..’ZQ)_ . 111,2 (CL)
= and (h . (p(a)
MPE(Q) biPy(e) 1< N ND
tlo tlo plas<e,
IR < BON (@)
@) 5, 0) i) © ) eniSn e (@)
p(a)<e,(a tet)=1
p(f) #(0) 2 u(t):
=t ule) = —=—
P(t) Be(t; 0 KN%M 9(b) & (1) 8(t,0¥
b1Pgi(e)
wegen. t > Nt.
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Sei
b__p"zl pv;? 71:7.20 fir i:l,?;]'=1,...,l;
dann sei
1
by, b,]: = [ [ pextuinan
j=1
Bs gilt:
(84) > N[b, b = 0{(min(logt, log Np,)+1T}, ¢ > 0;
1< Nyt
bi/Pe(e)

i=1,2

denn wegen [dy, D,](dy, D,) = D D, folgt:

N(b,, b -
I I e MG, TE.LR R Wty
Nb “ND,
1Nt ISND< 1<Nh,,<t al(dy.by)
biiPg(e) b;le(e) b4|P¢ ()
a 9
S T
1< Nt a 1< Ne<t/Na
alPy (o) €1Peq(e)
_ ol -1 b Z} _ L1y
—0 2 N (log—— +1) | = 0{(logi-+1}.
1<Nas<ct
Andererseits gilt aber auch fiir o >1:
[] (14N ") < Ry(o)™ = 0(log Np,).
1<Nc<t
clPp(e) Wrﬁ

Zweimalige Anwendung dieser Abschitzung ergibt mit (3.5):

D Nib, 0,07 = 0{(log Np,)*}.

1SNb<t
bﬂP t(e)
1=1,2
Somit folgh (3.4), wenn man noch ¢ = 0 beriicksichtigs.

Sarz 3.1. Bei ¢ = 0 eine ganze rationale Zahl; sei a ein ganses Ideal
aus K mit(a,$p, ... p,) = 1; M, seidie in (2.26) definierte Menge, Ay(M,, o)
die in (2.27) definierte Anzahl, B die in (1.28) angegebene Konstante. Dann
gilt fiir t>1, y > 0:
y/Na

8i(ty @)

(n—1)/n
10 l(%;) - [min (log ¢, log Np,) -1~ 1)/"} +0(#).

(3.6)  A:i(M,, 0 <B +

hm@
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Beweis. Im folgenden sei stets y*: = y/Na.
Ay 0) < D' 2 b wegen Ay =1
&, 1E
8Py (2)
(3.7) = E Ay 2oy | Mg -
b;iPt (o)
1=1,2
Pir £eMyy s, gilt:
=fmodl, (5,8 =1, 0<iP<yNt" h=1,...,r,
& = 0 mod (a[d;, d,]), [P < g NP b= 1 +1,...,n

Wegen (, ad;d,) = 1 werden alle diese & gegeben durch die Lisungen von
&= fymod (fa[d,,d,]), 0< &M Ky NP™ h=1,...,r; [EM]<yuNEN,
h=r+1,...,90

Daher folgt aus (1.28) und (3.7):

y* y* (n—1)n
4o ) ZM’N oo 53 ((N[bl,ba]) “)}

b(Pt(0)
=12
cmy 3 i gl 3w+
SEY Nb,-Nb, v J
b;1P¢ (0) cl(brsbg) 1< Nbt
b\Pf(G)
{ *(n—l)/n( n)lln< . -1)‘”"1)1"}
+oly K%’ ") [ ) D0, 0]
<Nt 1< Nyt
b1 P (@) bilPg(0)
LA gl
* b 2 !
<py 3 ow( Y] vofl N wol)+
1< Nb<t 2| Py (e) 1<Nb<t
1Py (e) Bblb

+0{y*(”"1)/”( Z P (b)) [min (logt, log 7\7pg)+1]“"—1>/"l

1< Nt
wegen (3.2), (3.4)
2 (b)
= B-y* b)s ——m——
y 1%;9’( IOV
BiPy (2)

+ 0 {y* ™=V min(logt, log Np,) +17C" 4+ 0(#)

wegen (3.3).
Das ergibt (3.6).
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Man kann (3.6) auch in folgender Form schreiben:

. Ay (M, 0) 1 :
B8 Rl S Flo) Sh o)
[ tz/n 3(n~1 /nl ( v )
+ O\ Ry (g i logt: log Np +1 1A +0 ¥*Ry(o)

fir o > 0 und jedes ganze Ideal a aus K mit (a, Byoip)=19y>0,1>1

Sarz 8.2. Sei o eine ganze rationale Zahl, a e¢in ganzes Ideal aus K

mit (a, Epy ... p,) = 1. Dann gilt:

’ logy* loglog3y™*F(loglog 3NE)
(39) At o) \1+Fo( ogy )+ {(og g3y"floglog 1
B-y*- Ry(o) log Np, logy f
. f'm'9215?/*>an'
A, o) f (loglog&v*)g(loglogSNE)“}
3.10 SRTw R <140
S B-y* Ri(o) | logy*
logy*
N ) & #pl o= eX ——
fir ¢ = N;’ga p, < .Lxl)(l()glogSJ )
Ay (M, 0) ( 1 )
3.11) % <140
G- B-y*Ri(o) * log2y*

Vag [ logy* \
Jir ¢ = = Np,, Np, < 2 "GXP{ (10g10g3J ) }

Bemerkung. Wegen Ay (M, 0)=|M,| = B-y*+0@y*™""™) tir
y* > 1 sieht man sofort, dafl alle drei Aussagen des Satzes 3.2 auch fiir
den Fall gelten: 4* > 1, o = 0.

Beweis. Sei 2 < y* <49, (4, unabhingig von f), wobei sich g, aus
dem Beweisgang ergeben wird. Wegen Np, < y* gilt also inshesondere:
Np, < 9. Dann ist:

A(M, o) 12|

¥ S
B-y"Ri(e) = By Rilo)
Daher gelten alle drei Behauptungen fiir 4* < y,. Im folgenden kann
man also y* >y, annehmen.

Sei @ = y*/(logy*)™*; dann ist msbesondclc P22 fHir v >y,
Aus (3.8) folgt fiir die Restglieder:

3 O((l *)_2)
— == 0gy .
) o8y

(3.12)

= O(Rt(@)ﬂ) = 0(logNyp,) == 0(1).

£ )
Ry (g) in(logt, Tog p,)**~" — 0((logy™) ).
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<

Daraus folgt:

Ao _ 1

(3.13) B-y* Re(o) " Ri(o)-8:(t, 0)

+0 ((logy"‘)'Z)

*
e ¥
fir 3 = Togy =’ ¥ = Yo
Sei o, so gewithlt, dafl gilt: NP, <2y < Npsyp1- Bs sel 1 < o< o,
Dann gilt: . :

logt
(314) B0 S, 0 > Riloy Sely az)>1~—exp(—1h<az>@§p—é)

wegen (2.44), (2.45).
Weiter gilt:

logt 1 log®# | age™
—By(3) = < -—-~—{10ng

—2
log Ny, 2 logz, +Of{log ) )}

'1 logt? { o Cy logzzl
2 (logz,)? logz, long,zl

2 (logz,)? 2
wegen ™7 > 1, 2, geniigend groB, also 4* =¥,
< —2loglog3y™  fiir  y* > y,.
Also folgt aus (3.14):
By(e) Sty 0) >1—(logdy*)* firx 1<e<a, ¥ >0
Daher:
(Re(0)-84(t, @)™ <14-0(logy™) ™) fir 1< o< o

Mit (3.13) folgt daher (3.11).
Wegen (3.12) ist Ay(M,, 0)/B y* Ri(e) = O(log Ny,). Daher gelten
(3.9), (3.10) fiir

logy™
B > .
(loglog 3Nty > Toglog 37"
Im folgenden wird also angenommen:
logy*
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Man wihle nun o, g, folgendermafBen:

Npoy <2< Npoypry NP <y* < Np,

0+1°

Sei 0; < g < gp- Dann folgt:

o) S, oD (31
st ) sl ) ool o)
-0 {Rt(g) (El_gofvtp_e +1) (loglog 31\7%)2} —e l‘%f%;gf L o
wegen (2.31), mit 21100:;;W 7T < 2123?1)9’
= 0{“?:;?? y (101;)'3’\:pg —i—l)} +0{~—~1(i§g;g:)~} wegen (2.10)
(3.16) =0 {ml—;%y%—y(loglogSNf)s} +0 {(_lg_g-l}gég%/_*)_”‘}.

Daher folgt:

By(0) 8i(t, @) = Erloo) 8t o)

1 logy* )__O{(loglogSl\TE)3
2 1Ongqo Ing’/*

= 67" — 0((loglog 3y*)™})
wegen D(uf2) > § fir v > 1 und (3.15);

> ¢'D ( } — 0((loglog3y*)™Y)

also
Bi(0)8:(t, 0) > 367" —0((loglog3y™)™})  fiir o, < o < op.
Daraus folgt mit (3.16)

1 e
Ri(0)- 8i(t, o) D(i. logy*
2 logWNyp,

It

*
I
r(0) Si(t, o)—e 3 Tog Ny,

—o { (loglog3y*)* } 0 { (loglog 3y™*)?
logy* logy*

}

(loglog3 N f)a}.
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Algo folgt fiir 2, < Np, <y* bzw. genauer: o, < p < gyt

1 ¢ (loglog 3y*)* (loglog BNE)°|
3.17) < {
G Rlasm o S (£ e * logy” J
2 logXNp,

Wegen (1.5) ist damit (3.9) fiir den Bereich #, < Np, < y* gezeigt, wenn
man noch (3.13) beriicksichtigt. Sei jetzt Np, <z, also 1 <o < oy,
Bs gilt:
1 1
<
Bi(0)-8:(ty @) Bylo1) Silty o)

logy* \ |, {(IOglogS'y*)‘*
log Np,, logy*

<147, ( (1og10g3Nf)”}

wegen (2.44) und (3.17)

I

logy*
1+0{exp( M)}+O("') wegen (1.24)

1 *
1+O{exp(— 12?: )} +0(...)
1

(loglog3y™)® 5}
=14+0¢{——2—(1 NE)S.
+ 0{ Tozy" (loglog 3N¥)

I

Wegen (3.13) folgt daher (3.10). Wegen Fy(u) = 0, (1.19), folgt aber
auch (3.9) fiir den Bereich 1 < ¢ < 0y, wodurch der Sabz in allen Teilen
bewiesen ist.

Sarz 3.3. Sei 2= Vy* >1 und Ny, <z < Nppya. Dann  gilt fir
(@, 8 ...pp) =1:

AI(MM 0) <9
B-y*Ry(e)  logy”

(3.18) " logz {10g‘z~10g10g3y*}

(logy™)*
Beweis. Man sieht leicht ein, daB man y* >y, wihlen kann, wobei

gich y, ans dem Beweisgang ergeben wird.
Man wihle # = y*/(logy*)™; fiir y* >y, folgt: t > 2, ferner:

(3.19) Ny, > t;
denn, falls Np, > Vy* ist, ist (3.19) klar. Sei nun

—~ VY NP
Ny, <Vof <ot —— <
Pe <TY Ny, © Nv,

< Oy,
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also
~_ )
-Npe = 01_311/?/* > u_ogy*)fm Fiiw ?/* Z Yo
1 1 1

: <
" Bl S0 S Fale) Bl @)~ Tale) H(, )
wegen (2.48), (2.49).

H(i,0) = 2 Na™! wegen (3.19)

1<Nasct
= aglogt+ e O~ +Y)
(Landau, [8], S. 81). Zusammen mit (2.4) folgt also:

1 _ ag € log Np, {1+ O((log ¥p,)~")}
Ri(0):H(t, 0) alogt- {14-0((log?) ™)}
logz - {10éz~10g10g3y*}
4
< Yogy TOU (logy™y

© logz
) Rov {(logy*>°}'
£ (logg)*—1m _ 0{Iogz(logy*)3(“‘”/”} _ { loge |
Ralo) g™ (logy™)°® — ogy™? )
Aus (3.8), a), b), ©) folgh Satz 3.3. R

§4. Imama 41, Sei o >1, Np, <y <Vw; o sei gegebon durch
Npoy <Y < Npgpi1. Dann gili:

w1y 1 yVRG-D Q(log(w/lvm))
(o) 4~ N log Np;
logy F logy ) logy loga
=2 D) A+ 0§ ——==— log] £--0{—=exp|—
1°g””.1.,gmf A {aoglv»g)‘* cglog3y }* O{mgm‘”‘l’( 1ogNm)}’
logu

wo B(t) eine der Funktionen f,(1), F,(1),» = 0,1,..., aus (1.5), (1.6),
(1.7) ist. )

Beweis. Die Funktionen f,(t), ¥,(t) haben héchstens je eine Un-
sbetigkeit bel ¢ =2 und sind stetig differenzierbar mit Ausnahme von

hochstens ¢ =2, ¢=38. Also hat @(lo{gﬁ(aiw_)_) héchstens eine Un-
.- ogw [
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stetigkeit bei w = &' und ist stetig differenzierbar bis auf hochstens
8, @', das heiBt, stetig differenzierbar fiir 2 < w < Va mib héch-

W=
stens zwei Ausnahmepunkten. Das Lemma wird zunichst unter der
Voraussetzung bewiesen, daB «'* und 27 beide nicht ganzzahlig sind und
daB y = &, o' ist. :

Wegen (2.24) gilt:

OV Ry (v—1
(+.2) O e~ mio—R(o).

e<r<0o

Fiir ¢ << o < g, definiere man
4 Qo

' G(o): = 1 ZIRE(‘v—l)-

T Rle) &2, By,
Wegen (4;2) folgt nach (2.11):
1 1 [Iogy-loglog3l\*f}
(o) =1 . - 0 .
(o) =log b, (logNPg logNna) A (log N'p,)*

Fiir Np, <w <y gilb:

) 1 1 1
—_— —_— - — S —— g —
G{m(w)) = IOnggf'(log'NpQ Iogw) +1og b <1ogw long,,(w)) +
‘ ' 1ogy~10glog3Nf}
¥ ol ogeit
(logNp,)*
1 1 logy-loglogSNE}
S S
(43) 1()ng90(]0ng0 Ing) (10g1\'rpe)2 ]
wegen
1 10g(N P oy /0 2
1 _ 108 Duw0) 106 37 ).
- logw  logNPnu  logw-10g NP .
log (/N
Setzt man abkiirzend @;: = @ __glv_;)), dann folgt:
log Ny
1 ' Ry(j—1) .
@, :
(o) e<f<ep ps ) )

' ‘ ' e log(w/w)\
=02~ Y @) [ (25,

logw
e</<ep—1 Ny;
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in der Summe treten nur j auf mit ¥Np; < Ny,,,; fiir solche j gilt aber:
G(j) = G (Np,)); also folgt weiter:

N”@O
1
~ 0012~ [ 6lao)-a0("E),
Nyp

e

da G(m(w)) =0 fir Np, <w < Np,yi,
log(ely)\ o [Log(@w)
=G(n(NpQ0))-®(—@—) ~N{ Gla(w)) dd)( gt )

1og(w/y)) (108'1\71990 ) {logy-loglogSNfl
=0|———| —1}+ol{—=f =227
logy logy (log Np,)® |

v

+10ngeg' f @(

Np,

logz dw
logw w- (logw)?

wegen. (4.3), (1.24)

logz l) dw _0{10gy-10g10g31\7f}
w(loguwy 1 (10gNp,s

log Np,, logy
1— =
TS ST Togy 0{ <1ong@)2}
loga
log Ny, '%%% .
_ 2L D, f @(t—l)dH—O{lOgy 10g10g3Nf}
logo ). (log Np,)?
logy
logy [ log Ny,
=-28Y @(t-——l)dt+0{—~—- f @(‘t—l)dt}—l—
logw 10.!; logx sz
logy m’
" F @(t—l)di-(long"" logy) {logy-loglogBNf}
e logz logw U (logNp,)? !
logy

und daraus folgt die Behauptung wegen (1.24) und

log(y/Npg) 0 logy
loga a log® Ny, )
Damit ist (4.1) zunichst fir den Spezialfall bewiesen. Tritt einer

oder treten mehrere der ausgeschlossenen Fille auf, dann. kann man
&> 0 so finden, daB, fiir -+ ¢ anstelle von z wieder der bewiesene Spe-
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rialfall vorliegt, das heiBt, fir w4 ¢ anstelle von x gilt dann (4.1). Geht
& —0, so treten auf der rechten Seite keine Schwierigkeiten auf, da
alles in @ stetig ist und die O-Konstanten nicht von o abhsingen. Links
treten keine neuen Summenglieder auf, und der Grenzprozess ist nur
auf die endlich vielen ®(log(z--¢)/logVp;—1) anzuwenden. Aber auch
hier treten keine Schwierigkeiten auf, da ¢ (¢) rechtsseitig stetig ist, und
wegen. log(z--¢) > logw geht das Argument von & ebenfalls von rechts
her gegen logwflog Np;. Damit ist (4.1) bewiesen.

KororrA® 4.1. Set ¢ =1, Np,<y < 1/5; sei o, gegeben durch
Npoy S Y < Npgyya- Dann gilt:

(4.4) 1 rR(§—1) _¢(10g(m/NPi))
By (0,) = Ny, log Np;_,
logy 3 logy-loglog 3N¥ {logy loga
< D(Hydt+ O - . — .
SToga long (t)dt+ { (log p,)? }+0 loga exp( longe)}
Togy

Beweis. Wegen Np;_; < Np; gilt:

log(x/Np,) _ log(w/Nyp;) .
logNp;  log¥p;_y '

da die f,(t), F,(?) nach (1.20) monoton fallend sind mit Ausnahme von
eventuell ¢ = 2, gilt deswegen:

, log(/Npj) log(w/Np;)
(4-5) ‘D(logNw_l)@( log Np; )

mit etwaiger Ausnahme des Falles j, mit
log (@/Npy,) log (w/Np;,)
logNpjn ~ ' loglp;,
Da die f,(), F,(t) nach (1.24) gleichmiiBig in » beschréinkt sind, tritt
1 _Rsu'o—l)}
Ry(e))  Npj,

gomit in (4.1) hochstens das zusétzliche Restglied 0{

auf. Nun ist:

Ryjo—1) 1 _ { logy
Bi(o)) Ny, (log Ny,)*
Damit folgt Korollar 4.1 aus (4.5), (4.6) und (4.1).
HAvrTsATZ, Sei o =1 eine gamze rationale Zahl; set a ein gamzes
Ideal aus K mit (a,8p,...p,) = 1. Die Uiy ..., Yn Mt § = Y1 ... Yy Selen

wie in (1.26) gewdhlt; M, sei die Menge aus (2.26). Ferner sei

(4.6)

} wegen (2.8).
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y*: =y/Np>1, Np, <y~

Danm gilt fiir »=0,1,2,... mit von v unabhingiger IConstante cy:

logy* )
log Np,

4,(11,, o) (
4.7 ——— <147,
W1 By R

(exloglog3y™)*** (loglog NE)
(logy™)*® '

Ay(Mey0) _f( logy* )_ (cml-OglogS:f/*)“’m”(10g10g3Nf)“.

“8) B R~ Tog My, (logy™ )™

Bemerkung. Sei ¢ = 0,y* > 1. Dann gilt wegen (2.27) und (1.28)

Ay (M, 0)

_ sy —1/n)
B = 10",

und daraus folgt (4.7), da F,(¢) > 0 nach (1.19). Aullerdem gilt auch:

Ai(Mu’O)
By

=1— 021(y*)_1m7

und daraus folgt wegen f,(f) >0 (4.8). Also gilt der Hauptsatz auch
fiir o = 0.

Beweis des Satzes. Setzt man wu: =logy*/logNp, so ist
Np, = (¥*)*, und der Satz soll gelten fir 1 < » < logy*/log Np,. Wegen
der Bemerkung soll er sogar fiir » > 1 gelten.

Nach (2.28) gilt:

e
A(Myy @) = Ml — D 440, j—1)
j=1

] * [4 .y
v . v ! Ry(j—1)
— - {AE(M Li—1)—B- -Ru—l)}—B-y*- y'BUD)
% apy ij t = ij

= By"+0(")" ") —B-y* - (L—Ry(e)) —

- Saiong, -5 (1)

7=1 N,
wegen (1.28), (2.24);
also folgt:
Ay (M, o) log Np,
4.9 — L = ey -
®9) By R " 0( y*"”)

1 N . v ,
= T O My =1 =B - Ry (j—1).

=1 ) E
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Fir » = 0 gilt (4.7) nach (3.9).

Fir 1 <u <2 gilt (4.8), da dann fiir jede Konstante ¢, >0 die
rechte Seife wegen (1.6) < 0 wird. Also kann man sich fiir die untere
Abschitzung anf den Fall « > 2 beschrinken.

Fir obere und untere Abschétzungen kann man y* > y, annehmen,
wobei sich y, aus dem Beweisgang ergeben wird.

Wegen u = 2 gilt:

(4.10)

Np;_y < fiv 1<j<o, w2,

Ny
1) Sei

P 2% ye
(4.11) . =exp{'/“z _logy”

4 \loglog3y
Dann gilt:

Vag log(y*/Npy) \*2

4.12) log N, < ° tl ) *
(4.12) logNp; , < 3 (loglog(Sy*/ij)) fiir  Np; <@, v* > v,

Wahlt man z,, so-daBl gilt: Np, <@ < Npeyy1, 80 gilt (4.12) fiir
1<j<rn,.

Also folgt in (4.9) nach (3.11) und Bemerkung zu (3.11)
(denn 4*/Np; = 4|2, > 1 fiir y* > y,), sowie nach (4.10), wenn 7"’ < 7,
ist:

—— Ay (M., j—1)—B “Ry(j—1
B-y* Bilo) ,-51 t( Moy, j—1) Np; 1 (§—1)

s

1 ’ y* 2/* )
<m — -
BTG O{B vy, U 1)(1°g1vv,-) }

T=1
2
1 v By(j—1) ( 9" ‘2} ( 1 )
413) <——0 1= (1og L} V= of— > 0.
“ <% {,éf wp U E Togy” v
2) Sei
1 logy*
(4.14) @yt = exp {E'M s Npo, <oy < Ny

Fiir j < 7, erhéilt man:

log (4" /p;) *

log N K< 2 Yo
0g pj_l\loglog(Sy*/ij)’ Yy Yo
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Daber kann man in (4.9) auf die Summe fir v+1 <j <+ <1,
(3.10) anwenden (noch wegen (4.10)):

1 ' { ) y" . }
S A(M gy, j~1)— B Ry(j—1
B.y*.Rt(Q)qu' ( apjs J ) N, (5 —1)
(By* (loglog (3y*/Np,))*(loglog 3NE)°
Y R(i—1) 1
S By Rl R é \ ¥p; il log(y* [Np;) =
! By (j—1)
——0{10 log3y*)* (loglog 3.NE)® ! }
< Tagg) 7 \oEloesy Y hoelos g p; logy™— Log Ny,
{(loglogsy Y (loglog 3NE)® Rt(rg)} fii "
ogy” (o) R
loglog3y*): (loglog SNE)® log Ny, | -
(4.15) {( glog3y™) (loglog3N¥)® log Pe} wegen (2.8).
logy* loga,

1u

Zwischenresultat: Ist (y*)
AE(MM Q)
By Ry(o)
Das ist (4.8) fiur alle » =0,1,2, ...
Ist @, < (v*)"™ < ,, dann folgt aus (4.9), (4.16), (4.15):
;1:(*Ma, 0) >1—0((logy*1)— 0 { (loglog 3y™)* (loglog BNE)* logml}
¥ Be(e) logy* logw,
(loglog 3y*)* (loglog SNE)
(logy*)m }
fiir y* = y,, wegen (4.11), (4.14).
Das ist (4.8) fiir alle » = 0,1, 2,...
Um (4.8) fiir v = 0 vollsténdig zu beweisen, braucht jetzt nur noch
der Fall (y*)"* > @, fiir 4 > 2 betrachtet zu werden. Da (4.7) fir » = 0

durchweg gilt, kann dies vorausgesetzt werden. Zu (4.17) kommt dann
nach (4.9) noch folgender Term. hinzu:

< @,, 80 erhdlt man aus (4.9), (4.13):

(4.16) >1—0(logy")™) fir ">y,

(4.17) >1—0(logy*) ) —0 {

*

1 y
m—(—)Z{At(]‘ awjrd—1)—B" 5,

71<f<e

1 { s log (y*/p;)
S 3 mTy < By !
B-y”Ry(o) ,1;; Np; g=br P( log Nps_; )+
. loglog(3y*|Np;))'*+* (loglog 3.V%)°
—!—B'——-R 1 {ex0loglog(3y™/Npy) 8 }
Ny =1 (log (y*/2py))

wegen (4.10) und (4.7), » = 0;

Ry (j—l)}
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1 Z' B (j—1) (10g“(y*/va-) )
F

<
By (o) e Ny log Npj_y
4 1 " Ry(j—1) _(cyloglog3y”®)*+* (loglog 3NE)*
Bi(o) &d, Nvs (logy* —u~"logy™)"/*
hiad 1 #Lh, |
<yt fF,(i)dt+0{ og(y") og102g31\7f}+
(log Mp.,)
log ()™ ( logy* )}
o{log' ™ _ logy
+ { logy™ P log Np,, g
o (ca0loglog3y™)**¥ (loglog3N¥)* Ry(w)
. (logy™”® Ey(e)

1w,
)

wegen (4.4) mit g —>o; ¥ — Np, = (4")
o—y* ¢ —>m wmd Np, <o < @), w>2;
(esologlog 3™ P+ (loglog 3NE)°
(logy™)" '

Zusammen mit (4.16) und (4.17) folgt daraus (4.8) fiir » =0 (cy
muBte von vornherein gro8 genug gewahlt sein). Nunmehr werden (4.7),
(4.8) fiir » > 0 mit einer geeignet grofen Konstanten c,, vorausgesetzt.
Daraus soll (4.7) fiir »-1 abgeleitet werden. Aus (2.28) folgt durch
Differenzbildung:

Ay(My, 0) = Ay(M,, 1)~ Y Ay(Myy, j—1).
r1<7‘<e
Wegen (4.14) und (3.10) gilt (4.7) fiir 1 <o <7y, W weil dann Np, < NP,
< @, < 2, ist. Also folgt aus der letzten Bez1eh1mg:

Ay(M,, o). = Ay( My, 7)) —B-y" (Be(r) —Ry () —

<f(w)+

j~—1)—B-—”—-Rf(j—1)}

- Z A, o

ubj H
n<i<e

logy* (esologlog 3y*) 2% (loglog 3NVE)® } +
log Np., (logy™ )

< Byt Ry(w) {1+Iﬂ,(

log(y* | Ny;)
+ 2 {B ¥y, RU—DE ( 10g1\74)1_1)—|~

N
n<f<e p

+B-

7" R(i—1) (czologlog3y*)3’2+2”(10g10g31\7f)“}_
wp Y (log(s* /NP
—B-y* (Rt (1) — By (Q)) .

Acta Arithmetica XIIL3
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Daher folgt:

4,01, o) Ri(r)
<1

By Relo) T Bile)

)

logy* )

-7, - +

(logl\ﬁprl
Ri(r) (esloglog3y™)? ¥ (loglog3NE)
By(o) (logy™ )™~

1 t Ry (j—1) £ (10€f(?/*/NPi))
Bilo) &2, NP log Ny,
(esploglog 3y*)¥*+* (loglog 3 NE)®
(logy™ —logm,)"*

_i_

. Ly (zy)
" Ey(e)
Daraus ergibt sich (4.7) fiir »-+1, wenn man Korollar 4.1,
und (1.24) beriicksichtigt.
Aus (4.7) fiir v folgt jedoch (4.8) fiir », wenn man den Beweis auf

Seite 304 /305 nun fiir beliebiges » > 0 berticksichtigt. Damit ist der Haupt-
satz vollsténdig bewiesen.

KOROLLAR 4.2.

(4.14)

Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes gilt:

A (M, 0) < ( logy* )_}_0{(10g1033NE)6}
(15) By Ry(o) = \logNp, (loglog3y™*)’

A(,, 0) _ z( logy™* )_0{(1oglog31vf)“}

By R(o)” "\log Ny, (loglog3y™)" §"

Bemerkung. Die Abschitzungen (4.18) gelten auch fiir den Fall
e=20, ?j* >1.

Beweis. Man setze in (4.7), (4.8) Np, = (y*)"“. Dann erhilt man
aus (4.7):

A!(Mm g)
By" Ry(0)

(exploglog 3y* )+ ¥ (loglog SNE)®

K1+F(u)+[F,(u)— (10(,.,,/*)1/2

P(w)]+

1/24-2¢
<Aty (ﬁ) n (6y9loglog3y™) (ioolugéiNf)
(logy™)*
wobel die letzte Zeile wegen (1.4) und (1.

21) folgt. Entsprechend folgh
aus (4.8), (1.4) und (1.21):

A b 2v41 2420 o
B_;(*.;g, o M)“G%(g) _ (exloglogsy*)** (10g10a3Nf)
Y By (o) (logy™)"

Daraus folgen die Ungleichungen (4.18) fiir » = [36logloglog 3y™].

hm@
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§5. Sei o(2) fiir 2> 1 diejenige ganze Zahl > 0, fiir welche gilt:

Ny, <2z < Np,,,.
Ferner sei
Ay (M3 2): = |&; EeM,pT & fir Np <2, =z>1.
Dann gilt:
(5.1) Ay (M 2) = Ay M, 0(2)).
Setzt man
*
1
wr = logy , also wu< OgJ
logz 1og_Npg(z)
so folgt nach (4.18), (5.1) und Lemma 1.2:
(loglog 3NE) A (M5 2) (loglog 3N¥E)®

Alu)— ] < A(u)+- 024

(loglog3y™)’

w1, 2 <y, (a,fﬂp):l.

Np<z

* (loglog3y™ ~ B-y* Rle(2)

fir
Nach Satz 3.3 folgt fiir 0 < u < 2:
Ap(M,; 2)

A0 30 o flogoety”)
By*Ri(o(®) = u u-logy*

Also folgt wegen Lemma 1.2 und % < 2:

Ay (M5 2)
B'?/*'Rx(Q(z))

Mit (5.2) folgt daher insgesamt: Es gibt eine Konstante Cyg (1) mib:

Ors (1og10g31\7f)

<A@+ =7 (loglog3y Y

A(M,; 2) (loglog 3NE)°

5.3) —naif) oy SEE

(5.3) B'Zl*'Rr((Q(z)) (1) =+ €95 (%) (loglog 37%)"

fir  w>0,2% <y (a,fnp)=
Np<s#

Ay(M;2) (loglog 3N%)°
) — = = A(u)—6 T
(5.4) By Bl (@) (%) — Cog () (loglog 37")"

wzl,2" <y (a,f”p):l.

Np<e

fiir
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Fir 2 <2 <{ <y definiere man mit (8,f) = 1:

0< &M Ly NE h=1,..., 7,
0%, £,2) ’ D o

&; & = Bmodf; ;
’ TP < g NPT B =y 1, vy

ptE fitlr Np < e;p2té fir e < Np <&, 2 1<

ngp<c
wo die g,k =1,...,n, nach (1.26) gewihlt seien.
Ferner:
0 <MLy VB h=1,...
B :[ ; £ = fmod¥; 57 S ’ AN
D) <y NE" ) b= 1,41, .0,m

pté fir Np <e;prf& fiir z<Np<:].

Bs ist das Ziel der folgenden Uberlegungen, Of4(y, ¢, 2) nach unten
abzuschitzen. Man erhilt:

043y, £, 2) = 1Ei-~|55E; S asal
2<?V|§<c
>{At(M§z)*~ Z 2 1}— (el 2 1>ov|
e<Np<{ E=Bmod ;=0 mndp

0< &) )<th!1/" I=l,my z<3\7p<c

1P <N By 1,
a
+1 & P&

paonir= 3 ool -

e Np<t Npa 'sz
e<Np<{
’ (n—1)/n
(5.5) > A4,(I;8)— [p. ¥ 1o ((L ) +1)} -
zg%;l Np2 Np?
L "4,
a,—[—l zs;{ l!( pyz)'
Nun sei =
a=y", =y mit 1<y <w, 2° <y.
Dann ist

3__. ’ y |-
nan P3Ol ) = o L gy

V< Np<ylin

gleichmiBig fiir n > 2.
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Wegen (5.5) folgt daher:

Cfaly, v, ¥
B-y-By(o(y™))

A (M yl/u) . ?/_]I”-I—M—lfl/-lmlogﬁl/—l-ﬁ/llu_l
T By-Blew™) 7 Bi(e(™)
1 r1 (M 9T
a-t+1 u NP y
YO <Np<vl B _jr_p_ . R[( g(yllv))
(loglog 3 N¥)S } (loglog3NE)®
>34 (v)— —_— = -t e et
/{ (v) — e36(v) (loglog3y)" 28 ) (loglog3y)’
1 | log(y[Np) ) (loglog 3NE)®
— —— A —=——] + Gy (% 1:)————————}
A+l 1y £l 1 Np{ ( logy #1777 (loglog (3y/Np))'
wegen (5.3), (5.4), 2° <y und (2.9),
(loglog3Nt)® 1 ro1 ( log(y /Np))
.8) = A(v)— - 20617V,
(5.6) > A(v)—cao(ti, ) (loglog3y)” a1 NpA " Togy

1/1/”<Np<111/“
Durch partielle Summation 148t sich leicht zeigen:
r 1 1
S vl ) = Jab-3) % olam b
oSyl Ny 10g(‘/ t logy %

wo die O-Konstante nicht von ¥, %, abhingt. Also folgt aus (5.6):

Ogﬁ(?/; yl/u, (’/1/”)
@Gy LY LY )
Y T By R

> 2(0)— ——

a1 t K (loglog3y)”

- loglo £)e
A(’U—B‘)ﬂ—cal( ’ (oglog3 WY

Man iiberzeugt sich leicht, da8 die Funktionen A(w), A(u) fir = >0
bzw. % >1 genau mit den Funktionen F(u), f(u) aus der Arbeit von
Jurkat und Richert ([7]) iibereinstimmen. Man hat nur zu beachten,
daB fir das dortige p(w) gilt: o(w) = D'(u—1) fir » > 1. Daraus folgt,
daB (5.7) der Abschitzung (7.6) in [7] entspricht. Definiert man A, wie
dort, so gilt:

SaTZ B.1. Sei K ein algebraischer Zahlkorper vom Grade n iber dem
Korper der rationalen Zahlen. Die Zahlen Y1, ..., Yo Sollen die Bedingun-
gen (1.26) erfiilllen. Bs set r > 2 eine natwrlwhe Zahl, t ein ganzes Ideal
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aus K, feK eine ganze Zahl mit (f D =1 und ¢>0. Fiir alle t mit
Nt = Ey(r,e, 4, K) und
y = (Nf)ll(lfll»‘llr)%e—l
gilt dann: ]
Bs emistiert mindestens eine ganze Zahl &K mit den Bigenschaften:

& = pmodf;

(5.8) 0 < &M <y NEm h=1,...,7y,
[E®) < gy NE”, =1, .,
(5.9) Q&) <.

Beweis. Der Vollstéindigkeit halber werde der Beweis aus [7] skiz-
ziert. Dort wird definiert (s. Seite 236): , :
r+l1—a @
A, = sup (—L—— + —),
up,a U (7]

wo das Supremum iiber alle Zahlen w,v mit 1 < % <{ o und alle ganzen
Zablen a > 0 zu erstrecken ist, so daB gilt:

K
1 o\ dt
Da A(u) mit der Funktion f(u) aus [7] tbereinstimmt, zeigt man wie
dort:
r+1
2

<4 <r+1.

Sei 6(e) bestimmt durch
1
1=1/A+6(s) 114, M
Wir konnen annehmen, daB 46(e) geniigend klein und ky(e,r, 4, K)
genfigend grof ist. Man wihle % = u(r,e), v = o{r, &), @ == a(r, &) mit
1<u < a=0 ganz so dall gilt:

(5.11) 1 « r-Fl—a n {11
1/4,48(g) u ”

‘Wihlt man dann die y;, gemif (1.26) mit

1
y = (V) VA

so folgt aus (5.7) wegen der Bedeutung von 4,, da k, geniigend groB
sein sollte:

Ggﬁ(y: yllu’ y*) > 0.
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Also existiert mindestens ein £eK, welches (5.8) erfiillt. Sei nun b die
Anzahl der Primidealteiler von &, deren Norm < y"* ist. Wegen der
Definition von

Cro(ys y™, 4™
ist b < a, und ein solcher Primidealteiler mufB eine Norm > y"* Dbesitzen.
Algo gilt:

b 1 a
Fta@®-h) o+

1
INEl >y S AT

Andererseits bat man:
| V& < y- N,

und daher folgt wegen der Festsetzung von y:

] 1 1)£+9(5)~a _ 1
1—1/4,—3(e) (@ u )\ 1—1/A,—8(e)

also wegen (5.11)
Q&) < r+1.
Berticksichtigt man, daB A, > 25/14 ist ([7], Seite 239), so folgt aus
Satz 5.1 der in der Einleitung formulierte Satz 1.
Tm folgenden sei K ein total reeller Zahlkdérper vom Grade n. Sei @

ein ganzes Ideal aus K mit (a,f) =1, ferner:
M (h):

& = fmod¥,
" £ =0moda

(B, 8) =15 y,— BN < ) <y, v =1, ..y my,

wobel mit einer festen Konstanten 0 < A <1 und H: =}, ... hy, gelten
soll:
h, = A-H"™
Ferner sei
0<h NI <y, v=1,...,m; H>1.

Mit B = (27:)'2/]1/511 = Wt gilt dann analog zu (1.28)

H H \e-om )
(5.12) | M, (R)| = B.-I\TE +0 {(ﬁ) —[—1}

mit nur von 4 und K abhingender O-Konstanten. Sei

By(M, (), o): = |EeM (B); pA& fiir v =1,..y0, @213

5.13
649 By(M,(h), 0): = | M, (R)].
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Bs ist zu untersuchen, ob fiir By(M,(h), o) entsprechende obere und
untere Abschitzungen gelten wie fiir A,(M,, ¢). Zunichst sicht man
unmittelbar die Giiltigkeit der (2.28) entsprechenden Gleichung ein:

(3.14)  By(M,(h), o) = 1M, (h)|— > By(M,, (h), »—=1)

=1

fir (a,fpl...pe)_—_l.

Man {iberzeugt sich leicht, daB man wegen (5.12), (5.14) mit By (M, (%), o)
vollig analog verfahren kann wie mit 4y(M,, o), wenn man nur g, ..., ¥,
durch hy,..., by, und y durch H ersetzt. Insbesondere gelten dann die
Ungleichungen (5.3), (5.4). Durch Anwendung des Kuhnschen Schrittes
erreicht man (5.7), wo nun mit (8,f) =1

Cfs(H, B, H'WP):
— I & E=pmodf; y,—h NV < <y, v =1, ..., n;

ot & fiir Np < HY; p2t £ fir HY < Np < HY wnd >

1< a|
PPt L

ist, 1< u <.
Uberlegungen analog den in [7] angegebenen fithren dann zu dem
Sarz B.2. Sei K ein total reeller algebraischer Zahlkirper vom Grade n
uber dem Korper der rationalen Zahlen. Die Zallen yi, ..., Yy, sollen die

Bedingungen (1.26) erfillen. Gegeben seien ferner Zahlen hy, ..., hy mit
den Eigenschaften

0<hNE" <y, v=1,...,m;
H:i=Ty...bu; by 2 A-H"  fir »=1,...,n.

Bs sei v > 2 eine natiirliche Zahl, ¥ ein ganzes Ideal aus K, fek eine ganze
Zahl mit (B, %) =1 und ¢> 0. Fiir y > yy(r, s, 4, K) und

H — yllzl,r—i-s’ Nt < yl—l[Ar—u
gibt es mindestens eine ganze Zahl &< K mit
¢ = fmod¥;
Y=l NP < ) <y,
2(8) <.

y=1,...,1n;

(Man kann sich ohne weiteres iberlegen, dafB man zu gegebenen ¥,, ..., ¥n,

‘welche (1.26) erfiillen, stets by, ..., h, mit den angegebenen Eigenschaften
finden kann.)

Der Fall r =2 des Satzes 5.2 liefert den Satz 2 der Einleitung.
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