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Uber reduzible Folgen

A. BARKOzY (Budapest)

Die Definitionen bzw. Bezeichnungen, die ich in dieser Arbeit be-
niitze, sind in Aufsatz [1] zu finden.

Ich habe in Aufsatz [1] bewiesen, daB — eine beliebige Folge 2
nloglogn
logn
Folge stets erreicht werden kann, daB die verinderte Folge totalprimitiv

wird.

P. Erdés wirft die Frage auf, ob folgende Verschirfung des erwihn-
ten Satzes richtig sei: kann man im Falle einer beliebig gegebenen Funktion
f(w), fiir die lim f(#) = +oco gilt, und einer beliebig gegebenen Folge

x=-F00
durch Verinderung von O(f(n)) Elementen der Folge stets erreichen,
daB die veridnderte Folge totalprimitiv wird?

Ich werde beweisen, daf diese Behauptung nicht stichhaltig ist;
und zwar beweise ich, daB es eine derartige Folge (die Folge der nicht-
negativen ganzen Zahlen) gibt, die, wie auch immer wir ,,zu wenig”
Elemente verindern mogen, reduzibel bleibt.

Satz I. Ist ¢ (¢ > 0) hinreichend Klein, dann ist jede Folge € =
= {6y, 6y, ...}, filr die fiir n >3

vorgebend — durch Verinderung von 0( ) Elementen der

3 / n(loglogn)

(n+1)—C(n)<e Togn)*

gilt, reduzibel.

Beweis. Wir liefern einen teilweise konstruktiven Beweis. Die
Konstruktion werden wir durch Rekursion durchfithren.

Bezeichnen wir die Folge der nichtnegativen ganzen Zahlen mit
M: M = {0,1, 2,...}. Nehmen wir an, die Folgen A%, *otd o[t
bzw. B, Botd | B® geien gegeben, und befriedigen folgende
Eigenschaften:

1)

1) UD < ([0; 21 ~AM) (6 =ky, y+1, ..., k)
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und )

(2) %(i)c ([0;27‘]/\93?) (i=700,k0+1,...,k).
2)

3) UILBO < (052~ C) (i =Ko, ko1, .., ).
3) )

(@) AN LBO 5 ([0;2°7~ €) (1 =&y, kp+1,..., k).
4)

(8)  BOQ) =[V2]  (i=ly kot 1,..., k55 =0,1,2,..., ).

. 1 3 /9%(1ogai-TyT
o [/ FTTET
® AT~ [0’480 (loglog 2°—1)*

=AY Ao — |/ = = ky+1,k+2,.... k).

% [0’480] (loglog2:1)? @ ot Ly Kot2, 0 B)
6)

(N BA~[0;271) =B (4§ =ky+1, k+2, ..., k).

7) Ist o < 2° und a¢%®?, dann existiert ein b B, so daB b)+ a¢C
ist (5 = ko, Ko+ 1, ..., k).

8) Fiir alle 0 < d < 2°ist die Anzahl der verschiedenen Losungen
von
(8) -4 =a
kleiner, als
et 1 (log2’)?
o8 = 326" "loglog2®

(i = ko, ho+1, ..., k).

Vor allem, wenn ¢ geniigend klein ist, so existieren offensichtlich
solche Folgen 2 und B, die von diesen acht Bigenschaften jene
befriedigen, die auch bei % =k, Sinn haben, d.h. die Eigenschaften
1),2),3),4),7) und 8).

Es sel nimlich fiir ein beliebiges k, > 2, A% = [0; 2%0] ~ M, und
es sei BED qurch 0eB*0 und B (5) = [i] (i =1, 2, ..., 2%) definiert.
Wenn ¢ geniigend klein ist, es gilt offensichtlich

(9) [0; 2%t A G = [0; 2%0+1] ~ IR
und
(10) i) > .

Wihlen wir ¢ so, daB (9) und (10) erfiills werden, dann ist leicht zu sehen,
dag A% und B0 Qie erwihnten Eigenschaften befriedigen.

Uber reduzible Folgen 401

Offensichtlich folgt aus der Konstruktion, da man, eine beliebig
groBe natiirliche Zahl N vorgebend, diese Zahl aut die erwihnte Weise
immer als k, wihlen kann, wenn ¢ gentigend klein ist (wir werden uns
auf diese Bemerkung noch ofter berufen).

Wir miissen noch beweisen, daB man, wenn 20, Atko+y o)
und B, BEAD | B sehon definierte sind, A+ ynd BED 5o definie-
ren kann, daf sie die obigen acht Bigenschaften befriedigen.

Begeichnen wir mit H® die Menge der Zahlen #, fiir die

(11) 2 < n g 2

erfiillt ist, und fiir die fiir 0 < ¢ < f(k)

12) n+ieS  (i=0,1,2, .., [f()
ist, wo

a1 3 /2% (log2F)t

Fi) = 12¢ (loglog 2%y

ist.

Bezeichnen wir die Anzabl der Elemente von H® mit H(k). Wir
werden beweisen, da8 — wenn %, hinreichend gro8 war (wie wir erwidhnten,
kann man das mit hinreichend kleinem ¢ erreichen) — fir jedes & > %,

(13) H(k) > 2%
erfiillt ist.

Ist némlich fir irgendein » (11) und mit geeignetem 0 <i < f(E&),
n+4¢C€ erfiillt, so ist offensichtlich

Bl2*+241x))
ne U 1o—1(); )

(wobei € = {61, 8, ...} das auf die Folge M beziigliche Komplement
der Folge € ist). Hier steht die Vereinigung solcher G@**+f(%)) In-
tervalle, die je [f(k)+1] ganze Zahlen enthalten, also enthilt ihre Ver-
einigung hochstens C(2+f(k))(f(k)--1) ganze Zahlen; somit ist die
Anzahl der ganzen Zahlen n, fiir die (11) und mit irgendeinem 0 < ¢
SFf(®)n+i¢C erfilllt ist, hochstens C(2%*+ f(k))(f(k)+-1).

So ergibt sich fiir die Anzahl der (11) und (12) befriedigenden Zahlen
die folgende Unterschitzung:

(14) H (k) > (28— 25— 02"+ f(B))(f (%) +1)
= 2% O 2"+ f(k))(f(k)+1).

Acta Arithmetica X. 4 b
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Ist %, und somit % hinreichend gro8, so ist f(k) >1 und

— i/(2"+2+f(k))(1og log(2*** 4 (k)))’
0(2 +f(k)} <¢ (10g(2k+2+f(k)))4

s f(k) %/ 2%(loglog2®)?
</ e Y T

g2 [ 9% (loglog2®)® ?l/27‘(loglog2")z
=ci/41/1+o(1) l/—w < 3¢ W,
hiermit folgt aus (14)
H(k) > 2 —C (2524 £(1)) (f (k) +1) > 2" — (2" f () 2f ()

3 /9% (loglog 2% 1 3 /2% (log2")
> ok _3¢ ————a 4TS 2%
(log 2%)* 12¢ ¥ (loglog2®)

R et

und damit ist (13) bewiesen. o
Bezeichnen wir jene Teilmenge von H®, die genau

(k) & [y 2F 11— V2R

Elemente enthalten, mit G%), g&2, ..., &0, gnd bezeichnen w%r
jene Menge, deren Elemente @Y, %% ..., @®"® gind, mit I'®:
T® — (G By soi @59 — (g, .., g o

Wir werden beweisen, daB I'™ ein solches Element G®7 enthilt,
so daf die Summe der Losungzahlen der Gleichungen

(15) g5 —gfd = a,
(16) g~ =a

und

k) WI—b{) = a

fir jedes 0 < d < 28! Kleiner ist, als p(k-+1).

Um diese Behauptung zu beweisen, werden wir fiir die Anzahl der
mchlechten” Mengen G®49, d.h. fiir die Anzahl der Mengen G®9, fiir
die fiir irgendein d die Gleichungen (15), (16) und (17) insgesamt mindestens
¢(k+1) Losungen haben, eine Uberschﬁ,tzung geben. )

Da die Losungzahl von (17) auf Grund der Voraussetzung der In-
duktion der achten Bigenschaft nach kleiner ist, als ¢(k), fiir eine ,,schlech-
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te” Menge G*9 it die Losungzahl von (15) oder (16) bei geeignetem d

groBer, als
Pb+1)~ (k)] aer

Bei fixem d aber konnen in (16) 6(k)5® auf hochstens (B(;()ﬁk))-erlei
G

Weise gewiblt werden, und zu diesen ist 9 schon eindeutig definiert;

weitere ¢(k)—d(k) Elemente einer ,,schlechten’ Menge Q%9 kgnnen

. H(k . .
aus H™ auf héchstens (g(k)—(- g(k))-erlel Weise gewihlt werden; hiermit

ist bei fixem @ die Anzahl der Mengen G®9, fiir die (16) mehr, als &(k)
Losungen hat, hiochstens

(%565”) %)

Da d hochstens 2**! verschiedene Werte annehmen kann, ist die Anzahl
der Mengen G*, fixr die (16) bei irgendeinem d mehr, als §(k) Losungen
hat, héchstens
2k+1(B("’(2")) ( H (k) )
o(k) | \q(k)—é(k)/ "

' (k)
Weise gewihlt werden, und zu diesen ist 9% nunmehr eindeutig defi-

niert; weitere g(k)—25(k) Blemente einer ,,schlechten” Menge @%%
" Hk . . - .
konnen auf ( q(k)——-22§ (k))-erlel Weise gewihlt werden. Somit ist bei fixem d

die Anzahl der Mengen ™9, fiir die (15) mehr, als (k) Lésungen hat,

hochstens
(H (70)) ( H{(k) )
a(k) | \q(k)—28(%)]

die Anzahl all dieser Mengen also héchstens
% (H(k) H(k)
2 (567 o~

So ist die Anzahl saimtlicher ,,schlechter” Mengen G%? héchstens

Ahnlich konnen bei fixem din (15) 8(k) ¢t auf hochstens (E(k))-erlei

k1 [ BOO(2E) H(k) k(H(k) H(k) )d_et
? ( 8(1) )(q(k>~6(k> + 6(k))(g(k)~26(k) = o(k).

Es ist offensichtlich N, = (ﬁg)

k, hinreichend groB ist — fiir jedes k >k,

); wir werden beweisen, daB — wenn

(18) o(k) < (H("’) (= Ny).
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Ist %, und so & hinreichend groB, so gilt offensichtlich

(k+1)—p(k)
19) 8(k) =[?1——é————
1 (10g2k+1)2 B (10g2k)z )]
”[ 640" \loglog2*™  loglog2*
1 [ (log2®  (log2™)’
:[ 64¢"" \loglog2***  loglog2*
2 log2* log2 (log2)? )]
loglog2®*! ' loglog2t+?

k
1 log2* ) log4log2 )]
- ———— +o0(1)
*[6403’2 (0 ((1oglog2")2 * loglog2™*!

V3
1 log4log2” ] 1 log2®
-[6403’2 "Toglog2® (L+on)]> 640*® loglog2®

So — wenn k, hinreichend groB ist — gilt auf Grund von (5), (13) und

k) ~ VI —Y/2F < 252 < $H (k)
1 (H(E
o) <27 ()

Bt g8 g () —1)...(g(k)— 8(k)+1) N
(( s ) (H(k)-q(k)+1)(H(k)—q(k>+2)...(H<k>—q<k)+a(k))

(H®) (k) {g(%)—1)...(q(k)—28(%)+1) )
((k)) ([E(®)—q(k)+1)(H (k)— (k)+2).. (H (k) — q(k)+25(k))

) 8(k)
Bwy( 1 (BY 2’“)qk “ ( H(k)g (k) ) )
<2t (q(k) ) ((a (B))! ( H(k)—q( A (H (%) — q(R))?

ok+1 Hiky (ZB(k)(Zk )d(k) (4H(7 ¢* (k) a(h)
<(6(k))!(€l(k)) \TEwm )

ZB(k) 2k k) )d(k) 4 2 )d(k))
=+ (=

))
i+l (H(k)) ((2 YoF yor+t )"<’°) (4 (V2FFTy 2)"(’“)
o)

276—- 2k 1

9.9k +1
%) o(k) oce) [H (k)
(41/2)6( +16°%) < BnE 16 (q(k))
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Aus der Stirlingschen Formel folgt, daf fiir hinreichend groBes k,
(8(k))! > (8(k))2®3°®
ist, also auf Grund von (19) fiir hinreichend groBes F,

20480 gy am) 8(k)
o (k) <W(”‘k’) ~(q(k))exp ((k+2)10g2——6(k)10g 2 )

i ok
< (%0};)) exp ((lc—l— 2)log2— ! log2 log2 )

6477 Toglog?® % 13- -64¢°*loglog 2*

kl i Y3 . 3/2
_ (H(k)) exp (klog‘) 0g2 ( _logloglog2*4-log48-64¢

q(k) 64¢°> loglog 2* ) +210g2)'

Hier ist der Exponent von ¢ beliebig klein (gleichmaBig fiir alle
k > k), wenn ¢ hinreichend klein ist, fiir hinreichend kleines ¢ also kleiner,
als 0, und in diesem Falle gilt (18). Damit ist (18) bewiesen.

Die linke Seite von (18) ist nicht kleiner, als die Anzahl der Elemente
von I'®, fiir die fiir mindestens ein d die Summe der Losungzahlen von
(18), (16) und (17) mindestens g(k--1) ist, also existiert ein GF%) I,
fir das die Summe der Lésungzahlen von (15), (16) und (17) kleiner ist,

als @(k-+1).
Es sei
(20) B+ 2 oz G,
ferner
(21) UEHD ~ [0;3£()] = AP A [053f(R)

schlieBlich sei A%+ ~ (1£(k); 9’°+1] g0 definiert, daB ne%"fn (3f (%
< 21 dann und nur dann erfiillt ist, wenn fiir jedes 1 < i << B*+Y (2"“)
n+ b€ erfillt ist.

Ich werde beweisen, daB die Folgen 2A®*Y und B*+Y die acht er-
forderten Eigenschaften besitzen.

Da nunmehr diese acht Eigenschaften fir %, <¢ <% der Vorams-
setzung der Induktion nach erfilllt sind, geniigt es, smh auf ¢ =k+1
zu beschrianken. .

Die Erfillung von (1) und (2) ist trivial.

Aus (20) und @%% < F® < (2°; 25417 folgt, daB

BEHD A~ [0; 2F] = B®

ist, und so ist (5) fiir 0 <<j < % der Voraussetzung der Ix}duktion gemis
erfilllt; ist jedoch j = k-1, so folgt wegen B ~ @50 =0 aus (20)
B (954 — BO(2¥) +q(k) = V2F)+ (V21— 1V2F) = v2F+T),

(5) ist also auch jetzt erfiillt.
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(6) ist nach (21) erfiillt.

Die Erfiillung von (7) ist wegen (20) und G®% < HF® < (2%; 241
trivial.

Die Erfilllung der 7) Eigenschaft folgh fiir 0 < a < }f(k) wegen (21)
und B = BE*Y aus der Voraussetzung der Induktion, fiir }f(k) < g
<2 aug der Definition von A®+Y ~ (1f(k); 2%+,

Die Losungzabl von (8) ist der Konstruktion gemiB die Summe der
Losungzahlen (15), (16) und (17) (mit ¢ = 4,), die aber der Konstruktion
gemiB kleiner ist, als p(k-+1); die 8) Eigenschaft ist also erfiillt.

‘Wir miissen noch (3) und (4) beweisen; es geniigt offensichtlich beides
fiir © = k+1 zu beweisen.

Ist alf*+9eUEHD off+) > 17(k) und bETYeBEHY 5o ist nach der
Konstruktion von 2% ~ (1f(k); 2°+Y aft*D 4 pF+YeC, ferner offen-
sichtlich a4 pf*D < 2542 Tst o +D e+ 4D QR o  gfh+D
< $f(k) und 0 BV < 2% so ist mach der Konstruktion af+? e
und 59 BM, wegen der Voraussetzung der Induktion also af*+V
+ 5D AP L BE < [0; 2541 A €. Tst schlieBlich af*+D e2E+D, ple+ BE+D
0 <af*™D < 1f(k) wnd BEV > 2% 5o ist wegen bEVegEic F®

[ B4 F ()] ~ € = [BEHY; bEHD 4 £(R)] ~ O,

also a4 p¢+DC, ferner offensichtlich aff+h .t plt+d  gh+2,

Bevor wir den Beweis von (4) liefern, beweisen wir
(22) [05 (k)] ~ UM < [0; £(k)] ~ AC+D,

Da (6) auch mit ¢ = k41 bewiesen ist, geniigh es zu beweisen, daf
fir 3f(k) < of? <f(k), a?eU®, oA erfiillt ist. Far 0 < bfHY
< 2%, BEFDBERD igp pFHDB®, auf Grund der Voraussetzung der In-
duktion also

aff) L b M L B = €,
fiir 2% < BT < 2+ B BEHD ist jedoch der Konstruktion gemiB
DB D4 f(R)] A € = [0 b+D (k)] ~ O,
mithin  wegen b{Y < pFEDL o) < P L £(1) 3D L g @, So st
fir jedes B{*+VeBE+N oM 1 p+D E, o5 gilt also entsprechend der Kon-

struktion von A*HY ~ (1f(k); 2571 o UCH) und damit (22) haben
wir bewiesen.

Nun gehen wir zum Beweis von (4) iiber. Aus der Voraussetzungen
der Induktion und (22) folgt

€~ [0;£()] = (A ~ [0; £(k)])+(B® ~ [0; (k)

< (55 [0 7))+ (BE ~ 105 £(R)
- gl(k+1)+§5(k+1)_
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Bs sei nun f(k) < o, <25 0,66,

Nehmen wir an, daf im Gegensatz zur Behauptung o, ¢2A*+) - B+
ist. Dann ist fiir bf+YBEHD ypg o S WD < 3f(K), op— bEEHD L0+
wmd 3 (k) < e, — b < 251 demgemiB  existiert entsprechend der
Konstruktion von (}f(k); 2’“‘1] A AEY gin  HEED BEFD derart, dab
(23) (6, — )4 B = e,— (BFHY — pErD) 4G
erfiillt ist.

Bs folgh aus (5) (mit 4 = k41, s = s), wobei 2% < §f(k) < 2%% ist),
daf fir hinreichend groBes %,

B(2f(k)) > [Vif(l)] > WVF(k)
gilt. 8o s kann in (23) mindestens 3Vf(k) Werte annehmen, wird also s
in (23) auf die erwihnte Weise verindert, dann nimmt e, — (bfF+2— pl+)
der 8. Bigenschaft (mit ¢ = k-+1) zufolge mindestens 3VF(k)/p(k-+1)
verschiedene Werte an, die nicht gréBer sind, als 2% ynd in € nicht

enthalten sind, also Werte, die in G ~ [0; 25+?] enthalten sind. Fiir
hinreichend grofles %, ist aber

L1 i/zz’caogz’“)4
Vi) I/E (loglog 2¥)*
20(k+1) 1 (log2"})?
" 326" Toglog2¥FT

16 3 loglog 2¥)* * /2% (loglog 2y’
S 036 7/ gr Noglog?) >4“l/ (loglog2")
V13 (log2%) (log2%)
womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind.
Nunmehr kénnen wir auf die Konstruktion eingehen.
Es ist leicht ersichtlich, daB fiir ¥ >4
(24) F+1)>f(k) (b >4)

ist; es sei &y = max{4, k,}.
Es sei

> (2",

o det %7 1oiky 1 '
2 =kL£ (&P ~ [0; 1(R)])
und -

3 (5w,

k=%
Wir miissen beweisen, das
(25) A+B =¢C

ist, und die Folgen 2 und B mindestens zwei Elemente enthalten.
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(25) ist auf Grund von (3), (4), (6), (7) und (24) leicht zu beweisen.
Aus (5) und (7) folgt

.. B(m)
26 lim inf >0
(26) T
und
B(n) = O (Vn). Some partition problems
Aus der letzten Behauptung folgt wegen A(n)B(n) > C(n) wnd related to the Stirling numbers of the second kind
C(n) ~n by
A(n)
@n lim inf T >0. L. CArirrz (Durham, N. C.)*
=400 n
Aus (26) und (27) ergibt sich, daf 2 und B unendlich viele Elemente 1. Put ([4], Ch. 4)

enthalten, und damit ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken noch, daf die im Satz vorkommende Konstante ¢ "
auch explizit berechenbar ist. (L1 exp {i(¢"—1)} Z "(t)
Es verlohnt sich, eine triviale Konsequenz des Satzes besonders zu n=e
erwahnen : 50 that
Sarz II. Ist fir eine Folge € -
d v - (1.2) A, (1) = Za(ﬂ,, ",
lim su (n O(n))‘i/ (10g7b)4 < =0
N=tco P n(loglogn)® ¢ where
T
(wobei ¢ die im Sate 1. vorkommende Konstante ist), so ist die Folge micht (1.3) a{n,r) = _}_2(_1)’—7' (T) j
totalprimitiv. & )
. o The a(n,r) arve the Stirling numbers of the second kind.
Literaturverzeichnis For fixed m, let 0,(n) denote the number of a(n,2r), 0 <2r < n,
[1] A. Sarkézy, Uber totalprimitive Folgen, Acta Arithm. 8 (1962), S. 21-3L. that are odd and put
(1.4) 0p(n+2) = wy(n).
R la Rédacti . 2. . -
eu par la Rédaction lo 18. 2. 1964 The writer has proved ([1], [2]) that wy(n) satisties
@ o
*““‘ (L.5) D eumat = []@+a"+")
n=0 =0

and derived a number of additional properties of wy(n).

In the present paper we consider the corresponding problems for
other prime moduli. Let 6;(n) denote the number of a(n, k), 0 <k <n
that are prime to p and such that

(1.6) k= j(modp) (0<j<p—1),
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