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4,1 1 it 1,2
8 s e T T2 T T E T T
4n®°[5 2 n*
Nix (n]_m[3 S —2, (n]] 4o (@) (34,35, 37, 38)

4n® n?
" logn Sa(m) -0 (logn) ’
{I) follows on substituting for S, (%) the expression (35).
Proof of (II}. We have
(39) Si(n) = 1
' n,’-{—..-{;—}—p:n
ﬂ<E—g—;
. __ Bn
=5 3, 1M b=y, 07 Mex o) 0
<< m
__Bn |
(40) —m.nlogmgn_o<@),
{41) Si(n) = logp
? nf+.-—i;+p=n
<< ﬁ;
(42) = BlognS, (n)==0(n? (39, 40).
logp = logp -+ lo
i+ niHp=n nif rip=n n‘=+,.—|;f—{~j;=n er
PSTogn PE
=S5 () + (1 +o () logn ; 1 (@1
A0 p=n
Pz ‘i’a;’f—’i

=0 (m}) 4~ (1 -+ 0 (1)) log 7 [Nys (1) -- S, (1]
=Ny1(n)logrn—+o(n?) (I, 40).

(42, 1,39)

() follows on substituting for Ny (n) the expression (I},

(Received 24 September, 1934.)
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Zur additiven Zahlentheorie.

Von

Arnold Walfisz (Radosé). *)

Erster Teil

In ihrer III Abhandlung zur Partitio Numerorum !J beschéftigen
sich Hardy und Littlewood auch mit den Darstellungen einer natiirli-
chen Zahl als Summe einer Primzahl und zwei bzw. vier Quadraten
ganzer Zahlen. Es sei insbesondere N({n} die Anzahl der Darstellungen
von 1 in der Form #=m:2+m? -+ my*+ mz2-+p 2). Die Verfasser ver-
muten, dass bei wachsendem z

pP—rpi+1

= 1 (p—1P(p+1)
W NO~Gam L (1+p2(p_,1])ppl[1ﬂ 7

und meinen, dass man hierfiir einen strengen Beweis finden miisste.

Es sei jetzt allgemeiner Ny(n) die Anzahl der Darstellungen von 7
als Summe von 7 Quadraten und s Primzahlen, d. h. die Anzahl der
Losungen von n=m?>+ ... +m2+p+ ... -+ ps in ganzen m und

*) Die vorliegende Arbeit erscheint zugleich im Lichtenstein-Gedenkband der
Prace Matematyczno-Fizyczne,

1) ,On the expression of a number as a sum of primes” [Acta Mathematica 44
(1922), S. 1—10].

%) my, my, my, my, pund m my my' m.p' gelten dann und nur dann als die-
selbe Lésung, wenn m, =m,",.., my=m,’, p=p ist. Also z. B. N (3) =9, N(10) ==168.
Ebenso ist die weiter unten eingefiihrte Funktion Nr,s (1), mitsamt den analogen Funktio-
nen des zweiten und dritten Teils, zu verstehen,

1
3) a. a. 0., (5.452) und (5.4521), Der Faktor m ist versehentlich weggelassen.

Im ersten Produkt durchliuft p alle ungeraden Primzahlen, im zweiten die ungeraden
Primteiler von 7. Ebenso sind (2.1) — (2.4) zu verstehen,
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Primzahlen p. Unter der Annahme, dass die Nullstellen aller Dirichlet-
schen Funktionen L(s)==L(6-+if) der Halbebene 057124 angehdren,

zeigte G. K. Stanley ) fiir =1, s=3; r=3, s=2;r=24, s=1

I iy 1P
T2 n? . nt
2) Nr.s ()= — e Oy s (n) +0 ("Tc')g( n ) '

r (_;__I_S) log'n
wo: 1) ftir 7==0 (mod 4)

1 2=t ) (-1,
=+ =1

s+1
@.1) =1 (14—
U pe—n )R

2) fiir r=1 (mod 4)

s ret 5
2.2) G (m=1 1+(_ﬂ) =) YL ) ‘
7> P 5 s | opin 22 s n st
ptp—1) /i>2p? (p—1) ,{_(p)(__ 1)
3) fiir r=2 (mod 4)
sHi3 T s st
2.3) Gs(n)= 11 1—}—(— n o 22—+ (—1) 3 (p—1)
> z

o

L pTp— 1) ()T

.. 8 P
pPp—1) ) r>2

4) fiir r==3 (mod 4)
r—1

1 ) p7(p—1)
r- s | oppn L s [ s
p7 p—1) | Hap (p~1]—l—( j,"—l)[—-i)

2.4 &, (1) =p22 (1 + (:p_n)

Damit war auch (1), wenn auch nur mit Hilfe einer L-Hypothese,
bestitigt.

) wOn the representation of a number as a sum of squares and primes" [Procee-
dings of the London Mathematical Society, ser, 2, 29 (1929), S. 122—144], Theorem 4,
Theorem D und Lemma 11, Es finden sich in dieser Arbeit auch noch einige andere
Sitze dieser Art; Die Abhandlung von Frl. Stanley ist durch die Partitio Numerorum
IIT veranlasst, deren Hauptinhalt die Behandlung des Falles » =0, $=>3 bildet. Dabei
benutzen Hardy und Littlewood die folgende, etwas weniger weitgeh;de L-Vermutung:

die obere Grenze der Realteile aller dieser Nullstellen ist kleiner als %‘ .

Zur additiven Zahlentheorie. 125

Einen strengen Beweis von (1) auf gesicherter Grundlage brachte

kiirzlich S. Chowla ). Anschliessend will ich (2) — (2.4) fiir den Fall
r=5, s=1 beweisen.

Im folgenden bedeuten 7, s, p, n, m, k, k, I und K ganze Zahlen;

hierbei ist 7==5, s=0, 7>>1, k>0, Y2n=K=1, p Primzahl. %
P
stets teilerfremd zu k. Es lduft also z. B. X

==

ist
iiber die zu % teiler-

fremden % mit 0=#4<k, Der Strich bei p—Summen heisst: es soll
iberdies p==/! (mod £) sein, z. B. lauft ¥’ iiber die p=n, p=1(mod #).

r<rn
Der Strich bei /—~Summen heisst: es sei iiberdies ([, k)=1. ¢ und p. sind
die Funktionen von Euler und Msébius. #, v, X. ¢ sind reell; x==2,
€>0. Mit B bezeichne ich unterschiedslos komplexe Zahlen, deren
absolute Betrige unterhalb nur von r,§ abhingigen Schranken liegen;
mit Bx unterschiedslos komplexe Zahlen, deren absolute Betrige unter-
halb nur von r,s und K abhéngingen Schranken lieden.

Die fetten Zahlen sind in der ganzen vorliegenden Arbeit als Hin-
weise auf die an den betreffenden Stellen benutzten Formeln zu ver-
stehen,

Zur Abkiirzung setze ich

2%iuh

3) EWy=Enp(t)=e * ,
1 k—1
(4) T=The= 7,;5 (m2),
5) fl= Y1, wlukh= ) L
= iz

Es gelten dann die wohlbekannten Abschétzungen

1
6) T—BE Z,
(1 ﬁ(x)=3h——;‘3—c .
®) =%k )= w[k]fogx +BK10;€2x k=K).

5) ,The representation of a number as a sum of four squares and a prime* (die-
unmittelbar vorangehende Arbeit),
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von denen die beiden ersten elementar herleitbar sind. Ferner brauche
ich die Beziehung

k—1
©) STEWM=p). 9

=0

Wird &, (m) durch die wegen (6) absolut konvergente Reihe

(o] . [k]\sla——l .
{10) &5 (m) =Z (;;(;gj) ; T"E(—m)

k=1

definiert, so steht das mit (2-1) — (2. 4) nicht in Widerspruch; denn fiir
m=n hat (10) gerade die Werte (2.1}—(2.4), wie Frl. Stanley, ohne
Berufung auf die L-Hypothese, bewiesen hat 7). Es habe von jetzt ab
&,(7) nur noch die Bedeutung (10).

Ich erinnere daran, dass nach Hardy

IR

T r

r
(11 Nyg(B) = ———n7 ' @0 (k) + BT
'(3)
ist %, so dass (2) fiir =0 reichlich gilt. Ich brauche daher nur noch
den Schluss von § auf s+ 1 (Induktion) durchzufithren,

Nun gehts los.

(12 Te= Y (—p)7 T log=(14+2—p) &, (1—p),

p<n
w8 5
&rs(n—p)— —7 ’ —
o2 —p) k;ﬁ(?(k]);fﬁm m

b sh—1

) Vgl E. Landau ,Vorlesungen iiber Zahlentheorie”, I Bd, (1927), S, 188,
) a a 0.9, 8, 126—129,

% G. H. Hardy ,On the expression of a number as the sum of any number of
squares and in particular of five or seven" [Proceedings of the National Academy of
Sciences 4 (1918). S. 189—193], S. 191, Eine Verallgemeinerung von (11) findet man in
meiner Arbeit ,Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden” [Mathematische
Zeitschrift 19 (1924), S. 300—307], S. 303—307,

_®
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r . r
(13) =B K 7=Ba"T (@)
E>yn
ey BV
S,,s(n]—Z(n—p) logS[n—i—z—p)Z (—-—) ZTE(p—n)
p_§__u kéﬁ ¢ [k) h=0
=BY . (n—p) % 0 Tlog= (1+2—p) (12 13)
psn
r L L L
=Bn? T T T T g nZl =Bt log——'n (5, 7)
p=n
{14) =Bn? + log—2n,

s k=1 r —1
o)=Y (*‘4%) Y Y e—p? g -2 —p) E(p—n)
r=yn \¥

h=0 p<n

+Bn? Tlog=—2n (14)

b ()T et
15) = T E(— —_— 2 1 s ) E
{15) kézﬂ (a (k]) ,Zzo ( n)};(ﬂ P og~*(n+2—p) E(p)

LB 17 Plogsn (3).

> e—p)? T og (n+2—p)Elp)

=n

= Y — T g (12— E )

k—1

6 =Y EQY i—p® " logt it2—p) @)

=0 p<n

n

f[n'— u)ZL 2 og—s (n+2—u)du
»
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(17

(18)

(19)

(20)

A, Walfisz.
e A R

=B fn(n——zz)_;+
p

n
I 11 AT
=S5 Bf P log—s~tndu=sBn? et log—* n.
P

s (nd-2—utlog—(n+2—u)du

(n —p) %"Ls_l log= (n-+2—p)
(%+S~- 1)pf[n~u)—2£+

—{-an7+

“og—t (n-+2—u)du

I

“log—in (17),

2’ (n —17)7,4r

“log (242 —p)

pn
( 5—1)2 f(n u)2 log’"‘ (n+2—u)du
p=np
+sBn? Plog-s2n (18, 5. 7)

z(%“”l)f(”—*ul%“'zlogﬂ (n-+2—u)= (w; , hd
2
bsBnT ™ log—~2n  (5).
;(ﬂ —plTr“L
psn
=1 n .
=(%+s~1);13u)2f(n——u)7+‘

+sBkn? Plog-—n (16, 19).

“log~ (n-+2—p)E(p)

- log™ (n-+2—u)n(u b, ) du

Zur additiven Zahlentheorie. 129
[ r \ m (k) skl
3 ,s(n)=(—-‘+5«1) (_) P E )
’ 2 k;;x/’ri ¢ (k) hz—;)

log”s nt+2—m)=(uk du

k=1 n o
XD E@ [ tn—uy? "
=0 5
NP R T4
HsBY BT T T (e 0 log—n
k=1

- Bn? “log2n (15, 6, 20)

(w(k)) Z T"E(—n)
‘KZE(Z]Jnn— 07 T

=0

21) =(—;-+s )

k\/ n

log=s (n+2—n)=(u;kl)du

+Bn? Clog—2n.

Sind [ und & nicht teilerfremd, so ist = (% &, [) = 1. Lasst man daher
in (21) die [ mit (L, #)>1 weg, so ist der Fehler, wegen (6),

k-1 ono o ror
BZ k“'%Zfrﬁ“ﬂz du=B Z ETar
fev=T W
P S
@2 =B Z EZnr ™ =Bn R =Bn? " log—s? n

k—1
—n3E®

X f (o) og— (12 —w) = (k) du-Bn " log——*n (21,22).
) _

Lasse ich hier die k>>K weg, soist der Fehler nach (6), (5) und (7).

(23) 3,6 (1) = (%—}—s—wl)k; (%)s 277 E(

;—\

y k1 ~ r
B Y KTy 77 logmt nw(nik, 1) du
K<k£ﬁ =0 2

9. Acta-Arithmetica, L.
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3 Aol It > y et
=BY k2 almkln? logn=BK *=@n® " log=n L
& A Com=[— T vlog s (1t2—0) do (28
2

(24) = BK ? 1% "logtn.

29 S ml:(’% +S"‘1)Z(P (k)) ZT’ (—n) :E 0

n-2
= f 0?7 (n—u) log— (u-+2) du
0

k=K . ne-2 r . ro,
- d| 0z T (n— ) ar™
~ LA T4 = i log=s (x+2)du
T g — W)k, [ dut+Bn 2 T log +2 fdﬂ r t(r r '
x!(rz u) log™ (n-4-2—u)m{u;k, [) du- og n 5 dos—1 (5__}_3) (\5"}‘5 W1)
1 r
e Loy
4+BK *n? " logtin (23, 24). 7 s T
@1) - »r»L Clog™ n B logst .
Ersetze ich ={u; %, /) durch - 1 , so ist der Fehler, nach (6) (z—l— )( 45— 1)
) o (k) log u
und (8), p L . s
ok, - @2 [t—0" log (n-2— s du:-rliz_-fl-,?fgf n
26) B B2 BT log=sn.nlogn du=Bxn 2 log—2n. 3 ( - 5) Lls - 1)
(26) Kké:’{ ) { g ¢ . g >+9) (5
, (L (kly bt ey +an log =s-2 (30, 31).
N T ()= (2 +s—1) Z :v(k)wlz TE(—m ) E Y |
0 Ey r - 5+ (% .
i ) ’ (~2——l—s) I (M=n log = 'n. z(u[kl)ﬁqZT E(—/zz E()
xf[n—uﬁ T ogs (n-2—u) 16{; , @+ Bk PERM log *2n .
2 1 4 B 17 log—2n1-BK 3 5 ‘log=—1 n (27, 32)
+BK iz ‘log=~'n (25, 26). ; 1
{33) =n2t log=*tn. Z (E‘Jﬂ)sﬁ Tr E(—n)
0 L s = h=0
(28) <I>(u]=f (n—wv)2 vlog ™ (n+4-2—v)dv (2:u-in). . P o
z ‘ - By lz‘ﬁslog'f 2t BK T g2t log=s-tn (9).
{29) iy [u):Bfn 3 12 vlog™ n du=Bn? -2 u log ¢ n (28). Lasse ich % in (33) wieder iiber alle natiirlichen Zah‘Ién‘ laufen, so
o ist nach (6) der Fehler
T - b (n) ® ()
n—1u 1 2 .- — 1o
J( N g lnt u) logu ~logn Ffulog w28 (34) B/z2 log s=ip. Zk T =BK. 2n® log—'n.
K>SK ,
@ (n) 5t 2+ @ (n) oty k=1
(30 B 52 - - s+
) =Togn T f log™ 2 mdn =) o TB?log ¥ 2u(29). (%—}— )I =n? T logtn | Z(:{%) Z T"E(—n) .
k=1 \7 =0
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.,
-+ B 07 FlogsintBK Fn? Plogwin (33, 39)
(35) =n Zr “log— - @,S_H(/z]—l—BKn’ Slog—"‘“2 n
+BK“"; T log—s—tn (10},

Ist €70 vorgegeben, so sei K die kleinste natiirliche Zahl mit
1
K 2 <<¢ und n, die kleinste natiirliche Zahl mit 1,2,
fir das in (35) vorkommende Bx. Dann folgt aus (35)

[Bx| = clog n,

r

(%+S) IIr,.\- {ﬂ) =n? + logvsg n. gr,s»H (ﬂ] 'I" Ben? e Ing"._l n ["‘ \ ”n)a

,
S ~ e oS )
logsin . Gpapi(n) + 0 (n " log—1n) -

(36) (g+5)irsm)=
Aus der Definition von N,s(n) ergibt sich

(37) Nrsn (n) =Z N s(n—p)-}-B.

<<n

Nimmt man (2) als richtig an und schreibt es in der Gestalt

r
2

— nZ

o

T
4o (n;+ qlog"s n)

so folgt aus (37), (38), (12), (5), (7) und (36)

(38) Nis ()= T ogs (1 +2) G1s (1)

AT
Nrsp ()= ———
o

ot log~* IZ) 1

P

Trs(m)+o (n{_

log**’“n (R (1) ) (n2 "Slog*&"‘ln),

d. h. es gilt (2) mit s+ 1 statt s, w. z. b. w.

icm
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Zweiter Teil.

Die Funktion N;s(n) des ersten Teils ldsst sich sofort auf einen
totalreellen, d. h. einen mitsamt seinen konjugierten K&rpern reellen,
algebraischen Zahlkérper & iibertragen. Ein solcher Kérper liege vor.
Eine Koérperzahl heisse totalpositiv, wenn sie samt ihren konjugierten
Zahlen positiv ist; sie heisse Primzahl, wenn das durch sie erzeugte
Ideal ein Primideal ist. Fiir eine ganze totalpositive Zahl v zihle dann
Ars(v) die Anzahl aller Darstellungen
(39) ve=p 2w e L e
(die p ganz, die ® totalpositive Primzahlen) ab. Fiir reell-quadratisches
k wurde A,o(v)(r =5) von Siegel %, Aos(V)(5=3) von Rademacher ')
abgeschitzt.

Bei einem nicht totalreellen Koérper (hier wird von einer totalposi-
tiven Zahl verlangt, dass alle ihre reellen konjugierten Zahlen positiv
seien) kann (39) unendlich viele Lésungen haben. Es ist deshalb zweck-
missig, nach dem Vorgange von Siegel (r=4, s=0) ') und Radema-
cher (r=0, s==3) 1) die einzelnen Darstellungen mit Konvergenzerzeu-
genden Gewichten zu versehen. Hierauf gehe ich nicht ndher ein.

In einer kiirzlich erschienenen Dissertation betrachtet Frl. Silber-
berg 13) ry(v in einem beliebigen Koérper fiir 7 =24, s=1 und fiir

9) C. L. Siegel ,Additive Theorie der Zahlkdrper, I* [Mathematische Annalen 87
(1922), S. 1—35].

) H. Rademacher ,Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper. I,
Uber die Darstellung totalpositiver Zahlen als Summe von totalpositiven Primzahlen im
reell-quadratischen Zahlkérper” [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitit 3 (1924), S, 109—163]. In der Il Abhandlung der Serie (vgl.
Fussnote 12)) wird u. a. der beliebige totalreelle Kérper betrachtet. In allen drei Arbei-
ten setzt Verf. (entsprechend der Partitioc Numerorum III) voraus, dass die obere Grenze

R 3
der Realteile aller Nullstellen der Heckeschen &(s,»)-Funktionen kleiner als vy ist,

1) Additive Theorie der Zahlkérper, II* [Mathematische Apnalen 88 (1923). S.
184—210].

%), Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper. II. Uber die Darstel-
lung von Korperzahlen als Summe von Primzahlen im imagindr-quadratischen Zahlkor-
per* [Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitit 3
(1924), S. 331—378); ,Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper. 111, Uber
die Darstellung totalpositiver Zahlen als Summen von totalpositiven Primzahlen in einem
beliebigen Zahlkérper” [Mathematische Zeitschrift 27 (1927). S. 321—426]. In der letzt-
genannten Arbeit schreibt Rademacher den w noch Kongruenzbedingungen nach einem
festen Idealmodul vor.

1) Kithe Silberberg ,.Uber die Anzahl der Darstellungen ganzer to’talposlhver
Zahlen eines beliebigen Zahlkérpers als Summen von Quadratzahlen und totalpositiven
Primzahlen” [Privatdruck (1934), 36 S.].
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r=2, §=2, wobei noch den p und © Kongruenzbedingungen nach ei-
nem festen Idealmodul vorgeschrieben und dieselbe *—Hypothese wie
bei Rademacher als richtig angenommen wird. Ihr Haupsatz lautet fiir
reell-quadratisches £ und uneingeschrinkte p, © (d, h. ohne Kongruenz-
bedigungen) folgendermassen:

Es sei d die Diskriminante von %,k die Anzahl der (absoluten)
Idealklassen, 71 die Grundeinheit >1, N das Zeichen fiir Norm ).
Dann gilt

(40) Tobst I st
o) = T N e Nv?
Ars0) = = log Ny S )0 (""10,;&%1]\‘/9) :

1(2 €T s) 42 (2hlogn)
wo: 1) fiir rEO'(mod 4)

0.1) S,m=1 (1 +—.J~1)i‘__~) L (1 b=

w2y Np"z‘ (Np —_ 1)‘9 J NN 2 (/\/4J A,_Wl}&m1)

My
vt2

2} fiir r=1 (mod 4)

) Ny
(40.2) Sret)=1 (1 + (.p )&_:,1 . ) ;
NpT 1
3) fiir r=2 (mod 4)
(40.3) Srel) =11

IR &([;_;:“)

X I (1 + :_1) _.,.r,(_—_”i%m);
" P Np Ty — 1

4) fiir r==3 (mod 4)

(40.9) Sl =TI (1 + (*;’) = W).
M2y | L
- Np 2 [NJJ ..... 1)s
be ich“i)n ;:'O)h' “ N mbgend dauernd diese Bedeutung haben. Der Kiirze wegen schrei-
-
g

r
7o hs—1
Ny? P .

1
fiir (Nv)
und spiiter entsprechend.

icm
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Hierbei liuft p itber Primideale;  bzw. T sind Zeichen fiir teilt bzw.
teilt nicht; (?) und (T;q 1') sind quadratische Restsymbole **).

Von jetzt ab sei nur noch vom reell-quadratischen Zahlkérper £
die Rede. Sucht man das bei (1) und (2) benutzte Verfahren, mit Hilfe des
zu (8) analogen Primidealsatzes in Restklassen (Abschitzung (53) weiter
unten) zu iibertragen, so kommt man nicht zum Ziel, weil diejenigen ®
in (39), deren Normen dieselbe Gréssenordung wie Nv haben, sehr un-
angenehm werden. Diese Schwierigkeit kann ich aber umgehen, indem
ich eben nur solche © zulasse, fiir die

(41) No=Nv (a eine absolute Konstante mit 0< a<1)

ist. Es sei Ar;q(v) die zugehorige Anzahlfunktion, d. h. die Anzahl der
Lésungen von (39), (41). Dann gilt, wie ich zeigen will, fir r=5,5=1

\ &

- ’4( 1—a )
e < ,-)dle \ 2halogn

r
2 lsa—1
Jo e

42)

Ers [V)

+olnvE Y,
wobei €, (¥) durch (40.1) — (40.4) gegeben ist.

FEin Vergleich von (40) und (42) zeigt, dass die Annahme (41) die
arithmetische Seite des Problems nicht wesentlich beeinflusst, indem bei-
demal dieselbe singulire Reihe € auftritt. Die vor © stehenden Aus-
driicke sind allerdings grundverschieden, Man beachte, dass das Haupt-
glied von (42) fiir a=1 verschwindet und dass es, gegeniiber (40), eine
um log* Nv héhere Grissenordung besitzt. Als weiteres curiosum will
ich noch anfithren, dass die Heckeschen Z(s,2)-Funktionen, welche
bei Rademacher und Frl. Silberberg eine grundlegende Rolle spielen,
bei mir iitberhaupt nicht auftreten.

In § 1 stelle ich diejenigen Eigenschaften von k zusammen, die
spéter benétigt werden, In § 3 fithre ich, vom Siegelschen Hauptsatz
L. c. %) ausgehend, den Beweis von (42) durch Induktion s—5-1, in-

%) Das Sr,s(v) tritt zunéchst in Gestalt einer unendlichen Reihe auf, die fiber al-
le ganzen Ideale des Kérpers zu erstrecken ist, der s. g singuliren Reihe-vgl. Formel
(61) w, u. Die Auswertung dieser Reihe zu (40.1) — (40.4) fithrt Frl, Silberberg zwar
nur fiir gerades r durch; im vorliegenden Spezialfall sind aber diese Formeln unmittel-
bar aus dem Siegelschen Ergebnis (vgl. 1. c. %) abzulesen. Ich komme hierauf noch
zuriick,
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dem ich allerdings statt der Funktion A,s.(v) eine eigens auf diese In-

duktion ~zugeschnittene, leicht abweichend definierte Funktion A, (v)
verwende, Hier werden diejenigen Losungen von (39) gezdhlt, firr die

[ Memp et NoySNOo)t Noy=NOfo 4

(43)
| Lage ..., Noy= NN, ... 4 o)e=Nw.
Eine in § 3 auftretende trigonometrische Summe wird in § 2 ab-
geschitzt,
In § 4 zeige ich, dass

r -tsa »1)

(44) Arsa V) =415 +0 (N v?

womit alles erledigt ist.

§ 1.

Einleitende Bemerkungen. Der Kérper & liege vor. d sei
die Diskriminante, % die (absolute} Idealklassenzahl, 7 die Grundeinheit
>1, N die Norm, S die Spur; « ein beliebiges ganzes Ideal, ) ein be-
liebiges Primideal; kleine griechische Buchstaben, ausser ¢ und den Funk-
tionszeichen ¢, bezeichnen® Kérperzahlen; v, » und ¢ sind fiir ganze
totalpositive Zahlen vorbehalten, © fiir totalpositive Primzahlen, p fiir
ganze Zahlen; o ist die zu « konjugierte Zahl; ¢ (1) und p(a) bezeich-
nen die auf Ideale iibertragenen Funktionen von Fuler und Mébjus.

¢ sei eine beliebige positive Zahl, K eine natiirliche Zahl. Mit B
bezeichne ich unterschiedslos Zahlen, die von allem Méglichen abhin-
gen diirfen, dem absoluten Betrage nach aber unter Schranken liegen,
die nur von &, 7, s und 2 abhdngen. Die gleiche Bedeutung mégen
B“ bzw. Bx haben, nur dass hier die Schranken von &, r, s, a, o bzw.
von &, 7, S, a, K abhdngen diirfen.

Idealklassen. Ein fester Idealmodul ¢ liege vor, G sei die
Gesamtheit aller zu o primen Zahlen 7 (d. h, ‘{==~g'—,
prim zu ), I' die Gesamtheit aller totalpositiven y==1 (mod «q) (d. h. ¥
soll totalpositiv sein, und in der obigen Darstellung mége o= 0 mod «

sein). Betrachtet man G und I' als multiplikative Zahlengruppen in &
so gilt fiir den Index (G:I)

(45)

¢ und B ganz und

(G:T) =409 (a),

Denn mod «a gibt es ¢(a) zu a prime Restklassen ganzer Zahlen p; in je-
der Restklasse treten fiir p, o' die vier méglichen Vorzeichenkombina-
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tionen -+, 4+ -—, — 4, -—— wirklich auf %), und es ist ¥ in I dann
und nur dann, wenn ¢ und § derselben Restklasse, mit derselben Vor-
zeichenkombination angehéren. Die Elemente der Faktorgruppe GII'
mégen Restklassen nach I' heissen, Es gibt nach {45) genau 4% (qa) sol-
che Restklassen.

Es sei G, die Gesamtheit aller Einheiten in G (also die Gesamt-
heit aller Einheiten von % schlechthin), I, die Gesamtheit aller Einhei-
ten in . Es gibt dann eine natiirliche Zahl g., so dass 7. =7% zu
I’y gehort und jede Zahl von Iy die Form 7" mit ganzem rationalen #,
hat (die s. g. Grundeinheit mod a). Betrachtet man G, und T, als mul-
tiplikative Zahlengruppen, so gilt fiir den Index‘(Go; Ty
(Gy:T)=24g:.

a5 [T ) . :
Es ist ndmlich G, =272 4 S(—9"),. Zwei Kérperzahlen « und §,
n=1 n=1

(46)

deren Quotient in I, liegt, heissen assoziiert nach I', in Zeichen o~ .
Soll ein Summationsbuchstabe p ein System zu a primer, nicht nach T
assoziierter ganzer Zahlen durchlaufen, so schreibe ich [p]:; [t]: heisse:
< durchlaufe . ein System zu o primer nicht assoziierter totalpositiver
ganzer Zahlen, [], habe eine entsprechende Bedeutung fiir totalpositive
Primzahlen.

Die Gesamtheit ¢ der zu @ primen ganzen oder gebrochen Ideale b’
des Koérpers (d. h. schreibt man 0 als dekiirzten Idealbruch, so seien
Zshler und Nenner prim zu a) teile ich jetzt in Klassen nach I' ein, in-
dem ich zwei solche Ideale b, und b, dann und nur dann als dquiva-

b .o
lent bezeichne und zu derselben Klasse rechne, wenn b—l ={y), v in I.

2

In der zugehdrigen Klassengruppe =0/, bildet das Einheitselement
@, die Gesamtheit der Hauptideale (v}, v in I Es bezeichne /(a) die
Ordnung dieser Gruppe, d. h. die Anzahl der Idealklassen nach I. Die
zu o primen Hauptideale von %k mégen in %, () Klassen nach I' zerfallen.
Die zugehérigen Klassen bilden eine Untergruppe 9, von §, deren In-
dex % ist (weil es in jeder der / absoluten Idealklassen zu o prime Ide-
ale gibt). Insbesondere ist
{47) h(a)=hhy (a).

Ist @ prim zu a, so gibt es unter den das Hauptideal (¢) erzeugen-

1) Vgl z. B. E. Landau ,Uber Ideale und Primideale in Idealklassen® [Mathe-
matische Zeitschrift 2 (1918). S. 52—154], Satz XXI.
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den Zahlen +-v"a, n ganz rational, genau 2¢, nicht assoziierte nach L,
z. B. die Zahlen o

(48) , Mo, —7te (I=nz=q)

Aus der Aquivalenzdefinition nach I' folgt dann: Ist & die Idealklasse,
zu der (@) gehért, so werden die Ideale von R, durch genau 2¢, Rest-
klassen nach I erzeugt, z. B. durch die Restklassen (48). Ist nun wei-
ter § eine andere zu a prime Zahl, so spielen die 2 ¢, Zahlen

(49) e, — "B (L=zn5g)

dieselbe Rolle fir (f) und die zugehérige Idealklasse N,. Ist &, =R, ,
so stimmen die Restklassen (48), von der Reihenfolge abgesehen, mit
den Restklassen (49} iiberein. Ist aber &, % X, , so liefern (48) und (49)
lauter verschiedene Restklassen nach I, zusaramen also 44q,. Wenn
dann § mit &, und &, nicht erschépit ist, so kann man auf diese Wei-
se fortfahren. Da im Ganzen 4¢(1) Restklassen verfiighar sind, so folgt

—4e(0)_29()
[TO) ) (47) /lo [ﬂ] = 24s 7 R
also nac
(51) h(a)= ‘2117;&(}]" .1

Primideale in Idealklassen. Bezeichnet P (x; &) die Anzaht
der Primideale p mit Norm =X in einer festen Idealklasse & nach I,

in Zeichen
(52) Ps )= 1,

Wi N
Np<Zx

so gilt nach Landau %)

) Nach (47), (50), (45) und (46) ist also
(G:I)
h(@)=nh Gy

Dahinter steckt.ein allgemeiner Satz iiber Zahlgruppen in algebraischen Zahlkérpern.
Vgl z, B. das Webersche Lehrbuch der Algebra, Bd, IIl (zweite Auflage, Braunschweig
1908), § 161 oder, im allgemeineren Rahmen, H. Hasse sBericht iiber neuere Untersu-
chungen und Probleme ads der Theorie der algebraischen Zahlkdrper, Teil Ja* [Jahres-
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 36 (1927), S. 233—311], § 5.

® L c 19, Satz LXXXV. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass (53) ohne
die Heckeschen (s, )-Funktionen bewiesen wird, lediglich unter Zuhilfenahme der mit
Charakteren y der Klassengruppe § gebildeten L-Funktionen, Es ist (ebenda, Saiz
LXXXIV)

. X X
D rm=a, Togx B0 fogi x
Nyz=x .

(dy =1 fiir den Hauptcharakter, = 0 sonst), woraus (53) durch einen bekannten Kunst-
griff folgt, .

icm°®

Zur additiven Zahlentheorie, 139

x X

< 1
653) PEN=50 togx T8 logex

Aus (53) ergibt sich
Ni_1—

_l—a 1

el DNa
Iogm a7 ((l) N —i—B —

(54) ’ logANT

¥in &
Ne<INLE

folgendermassen: Die linke Seite von (54) ist, wegen (52),

Nk N N‘A”d N P
du du . u f du
e I VR I N
Ni';&;.” " : Ne<INW, Ny<lu Nyzm N NENUE
N)E . N
= [ 28 guppvinsy [ 2
2 a N},a
" N N Nia N
du 1 e A » \
= LI L Sy P Bii—yaslog s
_B“z fogz T () log N1z Y€ Naa T Brpgvia P2
1—a 1 N)a
= - Wt By—r
a h(a]N - “log N &

Setzt man in (53) 1 =1 und summiert iiber alle zugehérigen &, so
kommt

' __* X e
(55) Zl_logx+Blog2x )

Np=Zx

Trigonometrische Summen. Im Folgenden bezeichne «
stets eine Korperzahl vom Nenner « (d. h. schreibt man (¢) als gekiirz-
ten Idealbruch, so sei a der Nenner). Ich setze

2mis 2
E(p)=E.(p)=e V7,
so dass also »
E(p)=E(p)) fur p=p; (mod a).

{Die beiden letzten Formeln benutze ich im Folgendent, oit ohne sie
1) Naliirlich wird (55) direkt, d. h. nicht erst auf dem Umweg iiber (53), bewie-

sen, Vgl. E Landau ,Einfihrung in die elementare und analytische Theorie der alge-
braischen Zahlen und der Ideale* (I Auflage 1918, II Aufl, 1927), Satz 191,
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ausdriicklich zu nennen.) !Schreibe ich unter dem Summenzeichen: . wobei ¢ alle ganzen Ideale des Kérpers % durchlduft, 2 die % (a) mod 1
p mod ¢, so heisse dies: p durchliuft ein vollstindiges System von N« inkongruenten Werte. Nach (60) ist

Restklassen mod a; p mod «, (p. 0)=1 heisse: p durchliuft ein vollstin-

- diges System von ¢(a) zu @ primen Restklassen. 62) Z T"—BNn'—% w(a]:BNa!_*;=BN(t~ :
Nach Rademacher 2°) ist ra '
(56) Z Elp) = (0) Die Reihe (61) konvergiert daher absolut.
£ mod a Wird zur Abkiirzung
P 0)=1
Das einer Idealklasse & aus §, im Sinne von (48) zugeordnete Sy- ZT’E(-«V}zH(a]
stem von Restklassen nach I' bezeichne ich mit I'n. Aus den zu (48) v *
und (49) gegeben Erlduterungen geht dann hervor: durchliduft & alle gesetzt, so ist H(a) multiplikativ, d. h, H (s 0)=H(a)) H[a,) Fiir
ko (a) Klassen von §,, so liefern die zugehérigen U'y zusammen die simt- (a;, )=1 2), Da p(a) und 9(a) die gleiche Eigenschaft haben, so
lichen 4¢(n) Restklassen nach I, jede einmal. Unter diesen 47 () folgt aus (61) und (62)
Restklassen nach I' befinden sich ¢ (1) durch totalpositive Zahlen © er-
zeugte, welche ein vollstindiges System zu @ primer Restklassen mod:a & LN } _H )
bilden 16). Wird daher 63) Ensl)= (1+( A )= 0T (Np ®
57) Fa= Z E (1) H (p) ist von Siegel ausgerechnet worden *). Es ergibt sich:
7 in “\
gesetzt, so folgt aus (56) ‘ . Hp) =0 fiir p2;
(58) 2 Fa = (a). ' H((p)=0 fiir pbv, pt2, 7 ungerade;
o Kin D, H
. r—1
F 4 \ . 2 =t
Von der in € auftretenden ,Gauss"-schen Summe )= (‘,_) (_1) 7 Ny T fr ph2v, r ungerade
1 P
(59 = T“"“:VEF.“ZWE(P') -
, ‘ —1\F . -5 ,
wird nur die Siegelsche Abschitzung Ay =— (T) Ny * fir pt2v. 1 gerade;
(60) T=BNda 2 BEPIS
H(p)= (7) Nyp % (Np—1) fiir pv pt2, r gerade.
gebraucht, y
Die singuldre Reihe ,;(). Sie sieht so aus: Setzt man diese Werte in (63) ein, so folgen (40.1) —(40.4).
N s : : i bei ©,s(v) durch (61) gege-
61) S (V) = .l.’.;[ﬂ R - Ich habe jetzt (42) nachzuweisen, wo ’
¢ Sra ) Z(‘P(ft] ;T E(- (r=5, 520}, ben ist.
") L e 1), 8, 116, } ) "z) Siegel, L c. %), S, 24.

W Lc9.S 15 - o ‘ 3 1 c 9, S 2529,
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§ 2.
In ¥ moge o iiber die Werte
w
{64) o< o N, No=Z= N
laufen.

Fiir die Summe
65) POy =P 0, 2) =Y E (o)
soll in diesem Paragraphen

(1—a)p(a) N2

(66) PO = NietB N

T 2ahg(v)logn
nachgewiesen werden.
Zunichst zeige ich
1 N X
{67) Y 1= solog PE N T B
prtn, pzh, ol

Ist namlich py, p,’ ein in der Summe (67) auftretendes Paar von
unter den Zahlen p=p,7,",
_p'=p"y", n ganz rational, zu suchen. Bezeichnet nun insbesondere

’

p-Werten, so sind alle dibrigen p, p

po das kleinste p, so ist p’, das grésste ¢, d. h.

{68) 3] =]V
Ferner gilt

©9) >

4
prvw, pech, plal

1=n, wenn po7" 1< A5 py it

Aus (68) und (69) folgt (67) so:

gy Mgl AN N

1 P AP AN N

T T N~ N o <Na = Nw’
‘ 1 NY_ 1 N
" 1<1FgmIOgNm“’qﬂlog'n'logNia'

% Npp No™ 93, No 1 No'

'f]a"> IS _—)\ p’o_%_P'QEJ '1_")_\_)\'__— 1 N
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n1= N 1

N B,

_ 1
= 7. log ’7]’ log No

Aus (67) mit a==1 und (64) folgt

N

Tog 7 ¢ No— Gilogy 8 e

(70) D 2 1=BlogN). ¥ 1=B,log N

v i
(w)=1

143

Die in (64) auftretenden ® sondere ich nach den zugehdrigen p mit
{0)=1p. Die pit werden weggeworfen. Jedes zu den iibrigen p gehérige
©-System spalte ich in die verschiedenen Restklassen nach I Es folgt,

mit Riicksicht auf (70),

Pwy= Z Z Z E1(p)
”1:‘1 a8 [w]“ e -
NSNS (g oo, pche /<l

= > YEw Y
o,

L
T

= * 7 Y
NESNET (w)=e e, gl el

+ X
vl
NpgNla {w)==x

Nia

Z’E ()

P B gt

Setzt man hierin fir die p-Summe den Wert (67) ein, so liefert B den

JEN')T'I

Fehler
BY Mi=s Y 1=5-N¥
‘ NvféN;.“ (e], Nn;’_;:N'/\”
wegen (55). Es ist daher
1
P )= E(w)l
0= G iogr o [Z] (0)log

L
Ny=s NA (w)=p

1 N
~ahogt & Ny 2

Ta lu,]“
Ne=INL® (w)=r
. 1 NX N
71 = — — A SANE
(7] g: log .\t;\; ;’;l log Ny [; £ (‘D]+ B log N3

NyZNLE

N Nz
No T8 qog M

Ne
(w) + B, W

(w)=p
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In (71) kann man

(72) Z E(®) durch Z E(5)
[w], zinl'y
(w)=p

ersetzen. Gibt es nimlich in I+ keinen totalpositiven Rest, so sind
beide Summen (72) leer, also Null. Andernfalls kann jedes Ideal in &
durch eine totalpositive Zahl erzeugt werden, Ich darf annehmen, dass
es in & ein p mit Np==N)* gibt; wegen (52) und (53) ist ndmlich sonst
NX=B,, also (66) gewiss erfiillt. Dann gibt es also in & ein p=(v)
mit NpS N2 Die o-Summe in (72) lauft mithin iiber die totalpositi-
ven Reste nach I' unter den Zahlen

(73) e, gt (1140,

Das sind aber genau die totalpositiven Reste Ly, iiber welche die
=-Summe von (72) lguft. Beide Summen sind also gleich ).

2) Um einen genaueren Einblick in diese' Verhéltnisse zu gewinnen, muss man
die Fille N =1, und N1 = —1 unterscheiden, Es sei zunfichst N =1, also 7 total-
positiy, Ist dann P eine zu « prime nicht totalpositive Zabl, so haben alle Zahlen
+n 8, n ganz rational, die gleiche Eigenschaft. Das Ideal (B) kann also durch keine
totalpositive Zahl erzengt werden. Fiir die zugehérige Klasse & enthillt 'y, keinen total-
positiven Rest, Bezeichnen wir eine solche Klasse mit §__, die iibrigen Klassen von §j

1
mit Ry , so bilden die ﬁ‘_|_ eine Untergruppe §; von §; der Ordnung % hg(@) Denn es
ist R, Ry =& _K_=8& . &, & _=8&_ &4 =8&_. Fir ho(a) Klassen sind also die
1
beiden Summen (72) leer. Jede der ubrxgen % hy{0) Klassen liefert die g, totalpositiven
Reste 77w und die ¢, ntotalnegativen® Reste —nw(1=n=5g,) Insgesamt gibt es

1
> ky(a) . g, =¢ (1) (50) totalpositive Reste, wie es sich gehért. Im Falle Nqy=—1

kann jedes Ideal durch eine totalpositive Zahl erzeugt werden und jedes & ist ein & ..
Die totalpositiven Einheiten von' & sind “die Potemzen von 7y ==+1?* (der Grundeinheit

q
mod 1), Fiir jede der k() Klassen enthdlt dann I'y die ,2_‘3 totalpositiven Reste

i A
e (120 7).
sy s 39‘, . qa
Von den iibrigen —5— Zahlen (73) sind - totalnegativ und ¢, haben die gemischie

Sigoatur -+ — oder —-}-. Es gibt also auch hier ,(a) . = _rp(n) (50) totalpositive:
Reste.
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Ersetzt man in (71) die erste Summe (72) durch die zweite, so tolgt

Pl =—o
(A} qdogT, \E Z logNP ZE(T)+B lgN)

Yin

NL\I\U

= G 2 0t Ny By 67
No=ZMLE

= a‘ﬂi)’i‘f&g’n Z FotBegg s 59

Fir a=1 ist E£{w)==1; aus (65) und (66) folgt dann
(74) d'1=BN

§ 3.

In diesem Paragraphen zeige ich:

\ r—1
e (5] 47
2 2halogn \°
(75) - (”"i_ag ’7) Arsia (%)
=Ny 3 oo iu,s(v]—[—o(N 7+ 1) (r=5, s=0),

wobei A, (v) die Lésungen von (39) und (43) abz&hlt und € durch (61)
gegeben ist,

Fir s=0 gilt (75) nach Siegel, L. c. 9, Formel (63). Ich wende
jetzt Induktion s—s-1 an.

Nach (39), (43) und (64) ist

(76] Ar,s—;"-i:a 0\) == Z,Ar,sw ()‘ - m) + B'

Ersetze ich in (75) v durch A—o¢ und summiere iiber die ® in (64), so
liefert das 0-Glied von (75) wegen (74) den Fehler

o ( N )\—;« —Hs—H]a—l)

10. Acta Arithmetica, 1.
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Mit Riicksicht auf (76) geniigt es somit:

(771 Z N —o0) 3 et Crs ()

. Hls1)a—1
1—a N)\" -t br _H[)\ +0(N)2 )
2 ahlog 1

nachzuweisen, N
Zunachst will ich auf der linken Seite von (77) unter dem Norm-
zeichen hA—w durch ) ersetzen. Hierzu sind einige kleine Vorberei-

tungen notwendig.
N Z,w=3)\' Z Z o)

[U] P w
NpINRE

also nach (55)

(78) N ; 0=B 11;’;;) :
Ebenso ergibt sich

(79) X Z 1]:;;);>

Ferner ist nach (61) und (62)

(80) Ers(V)=28

Mit Hilfe von (78)--(80) folgt jetzt: ‘
’ ) _ ' , , NaHa
0= YW —Np—a)= D @V +o N=B{oiny

w
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—+sa—2 ’ . N}% Flerta—t
—BNZ 3 (N/.‘—N[)‘—m))=B_~.Fg_NT_

Nehme ich also in (77) jene Vertauschung von %—w mit » unter
dem Normzeichen vor und dividiere sodann beide Seiten durch

N)Z‘

—“sa—1
. so sieht die zu beweisende Abschitzung so aus:

' 1—a ve = ; .
(81) Z Srs (o) = 5 agn VI Erss (0 0 (V)

(81) ergibt sich, mit Hilfe von (61), (62), (65), (66) und (74)
dermassen:

s (1) — Z (';%); PE—9=BY N i—BK 3,

2
MK Na>K

Yewt—a =YY (vf”_[“)‘)KZTrE(w—; y+ 8K 23"

P
i

I 4 ™
NIHK

folgen-

(&

= Z (%Eﬂ) ZTrE(—/ NV Ew) £ BK™ 2 N

LU

N1\1\
_ _1—a N B () ’
" 2aklogy N2 Z (P[ﬂ) Z[
N':\I\’
Na 3 1
2 Ja
+ KlogN) Z Na, N
4\'1‘1\
I el SRV A ) . -
= Zantogy V¥ 2 (w(n)) LTECN BN 3] N
N¢l>]\
N ire
2 a
B‘long"i‘BK X
p— 1—a a = N) ——;—‘ a
= 2ahlogy VN Sren [)HBKTg*"N"; T B EN

Es gibt also eine van %, 7, s, a abhingige positive Zahl C und -ei-
ne von k, r, 5, a, K abhingige positive Zahl Cx, so dass
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1—a = {
- _._—-——-————-N)\a\‘f/,.s'- )\):
(82) Z s h—w) 2ahlog o 1

i o

- . .C_K_ _E, N
§(mgzv;. - e
Fin beliebiges £>>0 sei vorgegeben, Dam: 1wéi.h:': ich das ganze
rationale K=K (&, , 5, a. €] so gross, dass CK * Sy ist. Alsdann
wihle ich die positive Zahl 1, = ng (% r, S, & e} so gross, dass
i i i ie li i 82) héchstens
Cxlog™! n0§~;~ ist. Fir NA=>n, ist die linke Seite von (82) sten

e N2, (81) trifft also zu.

§ 4
Es verbleibt noch (44). Ich setze
Dr.s.a (}\) = Ar,s.a (}‘] - Ar.é‘:ﬂ ()‘]
Nach Definition ist dann D;s.(}) die Lésungszahl von A=p®--. .,
“l" P’rz‘{“’ﬁ + e + s mit
ve=p? L el Noy SN Noy SN L Nog SN
] aber nicht zugleich No, = N{v-+w)% No, SN 40, ...,
l Naos=N@E+o, 4 ... fo)=N>r,
Da D fiir s=0 und S=1 verschwindet, darf ich $= 2 annehmen.
Zum festen v gehdren A,o(v) = Ar0q(v) Losungen 1, ..., 1 wer

r _!'_ - .
gen (75) und (80) sind es BNYZ =B N7 Lésungen, (44) wird da-
her bewiesen sein, wenn ich zeige: Es sei D' () die Lésungsan-
zahl von

)»=V+‘U1+ e +‘-‘)Sv Nm1SN)\-a, nggNk",,,_, Nm-?f;‘;N)\a;
(83) aber nicht zugleich No, =S N(v+0,)% Nog SN (V- o o)’ .
. NogSN+4o,+ ... o= NM

Dann ist
(84) D’r,s,a ) =0 (N)\‘“]_
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Jede Lésung v, 0, ..., u; von (83) ist zugleich Lésung von
I l=v+m1—,—...—!—mx, Now, =< N, ., No; < N e,

(85)
aber nicht zugleich Nw, << Nve, Nog,< Nve,

Es geniigt daher (84) zu beweisen, wenn D' die Lésungszahl von (85)
ist. Da (85) in o,,.,., o, symmetrisch ist, so geniigt es (84) zu bewei-
sen, wenn D' die Lésungszahl von

(86) r=v-+a + .o, Nyt Nw, =N, No, <N, No, < Nie
ist. Also habe nun D’ diese Bedeutung.

Jedes 0, (1=<n=35) in (86) hat nach (74) den Spielraum BN e,
denn es muss

0 <2, Wy <V, Nog=N)z

sein, d. h. es gibt héchstens soviele w,, wie (64) Lﬁsungén besitzt,
d, h. ¥ 1,

@

Es sei nun / die durch
(87) Vlog N% <=y log N+ 1

delinierte natiirliche Zahl,

Die Lésungssysteme ©,,..., w; von (86) teile ich folgendermassen
in die beiden Klassen I und II ein. Es sei 7 eine feste natiirliche - Zahl
aus der Reihe 1,...,5. Ich betrachte die Menge @, aller »,. Die Zah-
len von @, sondere ich nach den zugehérigen Primidealen p=(a,).
Solcher p gibt es hochstens k

Ne )
8) Z =28 Tog N (55).
NypSnn?

Bei jedem dieser p werfe ich von den zugehdrigen o, die [ gréss-
ten weg und alsdann von den iibrig bleibenden w, noch diejenigen [
Zahlen, bei denen v, am gréssten ist; sollten zu dem P weniger als 2/
Zahlen ©, gehéren, so streiche ich sie alle. Die derart verkleinerte
Menge 2, heisse 9,!, die Gesamtheit der weggeworfenen ©,-Zahlen
sei Q,1 ‘

Eine Lésung o,,..., o, gehére der I Klasse an, wenn w, in Q.1 liegt
{1 =n=5); sie gehére der I Klasse an, wenn fiir mindestens ein 7,.aus
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der Reibe 1,....s die Zahl o, in 2,7 liegt, Die zugehbrigen Anzahl-
funktionen nenne ich D'(%) und D" (}).

Um DU()\) abzuschitzen, greife ich ein 7, der eben gekennzeichne-
ten Art haraus. Nach (87) und (88) hat dann v, den Spielraum

N B N

1og sNH VlogN)

Jede der ibrigen s—1 Zahlen w, hat, wie wir schon wissen, den Spiel-
raum BNX. Alles in allem ist also

Nhsa

=0 (NW9),
Vlog A og og N

(89) DU () =

Die Abschitzung von D'(A) ist etwas umstidndlicher, Es gehére
O, ..., oy der I Klasse an; 7 sei eine feste Zahl der Reihe 1,...,5 Da
o, zu 2, gehért, so muss

sein, Es ist daher

by , N
! e U)"'—'B:rrl' m’l"l_"-—i"’-"s_—-B:rj’[«
BN [, | B\
= )(>4___)

' N
Ny=NX (1 +%), Nve = N2a (1 +%) — N\ 4B

Nv=(A—o, —

— ) 0 — oy —

Mit Hilfe von (55) und (89) folgt hieraus

Z 1— N ivli_ + N e
- log N2@™ Tog Nv log* N1
NyI<NpZNL®

N e Nie N )

Bnllog w8 log? N, nB'Iog'lN)\ ‘

Zu jedem p gibt es, wie aus (70) mit a=1 hervorgeht, B log N\
Werte ©;. 27 besteht also aus B ———c Ny BN
! 1 1 > g 1 gz N)\

log N\ = Tog NI Zahlen.
Jedes der iibrigen @, (#>>1) hat BNX® Zahlen. Alles in allem ist also
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N hsa
I\ —p. V0 %
(90) DN =B8B log N % 0 (Nisa),

Mit (89) und (90) ist (84) bewiesen.

Dritter Teil.

Es mégen die Bezeichnungen des zweiten Teiles gelten.

Der Stern bei o-Summen heisst: es soll iiberdies ®=p (mod 1)
sein. Unter dem Normzeichen lasse ich jetzt auch paarweise auftreten-

de positive Veriinderliche zu, die mit 1z, &’ bezeichnet werden, z. B.
NAi—n)=(r—u)( —1u'). Es sei

(91} Z' 1 = s, p),

w
wEw, w'<ut

Fir (p,0)=1 und Nu=2 gilt nach Rademacher %)
(92 Fludinp)=(29@klogn)~ Nulog™ Nu + B, Nulog N u.

Erst diese zweidimensionale Ubertragung des Primzahlsatzes (8}
ermdéglicht es mir, :

= N 7-’—‘ ! -~ N 7’27-“—1
(93) A= l 1':gst Ers ) +0( lovg”\T
( +s) d? (2hlogn)

zu beweisen. Das ist die Abschitzung (40) von Frl. Silberberg, jedoch
mit einem weniger scharfen Restglied. Die Rechnungen sind denen des
ersten Teils sehr #hnlich.

Fiar s=0 ist (93) nach Siegel, L c. *), Formel (63), erfiillt. Ich
wende Induktion von s auf s-+1 an.

04 I.,M= Z NOR—w)? T og 2 N(A—0)) S5 i — ).

*) H, Rademacher ,Uber die Anzahl der Primzahlen eines reell-quadratischen
Zahlkdrpers, deren Konjugierte unterhalb gegebener Grenzen liegen” [diese Zeitschrift 1
(1935), 8. 67—177]. Zum Beweise varwendet Rademacher den Hauptsatz seiner in den
Mathem, Annalen herauskommenden Arbeit ,Primzahlen reell-quadratischer Zahlkérper
in Winkelrfumen”, in welcher von den Eigenschaften der : (s, A)-Funktionen Gebrauch
gemacht wird.
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e (@)\* _
Zrs (A —w) — Z (@-(ﬂj) ;T'E[‘” )
NSy NI
- ¥ ( (a)) N E@—1) (61)
N1>n]/N/
(05) —5 Y N i=BN 4 (62
Ny
N
v o Piognn 192

- - Z _N(-a) Z+ Hog= 24N (- 0))

wTh, wh k!
X 2 (" a)‘) ZT’Ewm))
m<;f N

1

=B Y N(x.-_m)’;’“"‘N>f“3'1og—s{z+1v(x-m)} (94, 95} .

w\/ w’ // 4

T e tg— T
=3N>ﬁ+‘ T N Y

WA, /=0

r
=B NI g1 N (96)

©07) =BNXT" Jogi—2 N,
o= S (B S 4
Ar.S ()) _ Z . (‘P [ﬂ) ZL: T
NSV N

X D NO—a) T logr 2N —0)) E(a 3
<)

+BNH ‘log—2NL (97)

icm

Zur additiven Zahlentheorie,

(98) ) ({’) N1 E—)

a
NV N

X X NO— o) log 24 N — o)) E (o)
wh, w’<n

LB NLZ T Jog-s—2 N,

> No—)? T logr 2L NO.— )} E(w)

m;’_\')w m'::rl"

=y Z'A Np—w)?7 ™ log™ {2+ N (. —u)} £ ()

fmod o @k, <0

09 =D E@ > Ne—a)? T log 24 NO. w)) -

¢ mod a W=k, o' <0

Es soll jetzt

{100) = fN()\ —u) 2 log™* {2 N (. — )} du du’
r -2 r~+s—1
(101) =(~27+s~1) Nt —w)? log= {24 Np. — o))

r g
L sBNKZT T g1

nachgewiesen werden, Fiir s=0 ist dies klar, es sei also s=1.

setze t=l-—o, ©'=2) —«o' und darf Nt==2 annehmen.
= f [ Nu? ™" log~ (24 Nu)dudi' (100),
o 0
- L-\LS‘Z
I—log® (2—}—Nc]f fNu2 du du’
0 0

2 ro,

133
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—
T T

[ [NuF " togs 2+ Nu) — log (2 -+ Na) du !
6 0

I

ll
oh‘

f 7 Nt (2 - Nuj= log— 1 (2 + Nu) du du’
0 .

=sB f J Nz 2 5-f~3log_§~.1 Ne du di'= sB Nt oo log—‘y ‘Nc'
. g

womit (101) erfiillt ist.

2 NO—

w]z

log‘é 24+ N —w))

LN

f fN() —u) T

lOg { + N ()\ — u]} du du’

——(%-{—s‘——l

) (u(\l\ DJ'<) /

—sBNA? T gt N1 Z 1 (101)
m*\A W’ /
(102) =sBNAZT "log=-2N) (96).
(103) 3 NO—a) T og 2 N —w)

wh e <

oW

. (A£.+s_1)zf fN(k-—u]”; T log™ {2+ N ( — )} = (u, '; a,p) dudu’
0 0
+sB N log™~2N) (102, 91),

(104) Y No—a T logr b NG —a) E (o)

WA, w’ ;gl’

r 2
=L 4s—1 E
5+ )P; )
Y )
Xf fN(k—u]”2 te log™* {2 -+ N (1 —u)} = (u, w'; a, p) du du’
¢ 0

icm
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+sBNaN»? " log—2N). (99,103),

N 1

3
Nao# fp(@)=1= 0 \Vp 4 (1— Ny—1)g

1
= 2Ny *=B8.,
rha

(105) 3 N2 @) =B N f—B.
(106) g ().)—(L-Fs—:)z 3 (w)SZT'E(—)]
" 2 = \r(@) < ‘

M=y N
I

X ZE(m fN(/—ulz o

P mod a

log™ {2+ N (. — u} = (1, &';0,p) dis

54 I ts BN
——sBZNn T e @) N T logme N BT

log——2 N
(98, 104, 62)
(107)§ =BN.?Z Tlog—s-2N) (108).

Nach (91) ist = (#, #';a,p) =1, sobald p und « nicht teilerfremd sind.
Lésst man daher in (106) die p mit (p,0) %=1 weg, so ist der Fehler,
wegen (62)

3 L A
B Y INg ? fN)z Ydudw =B Y No #mTT
a 4 mod a X
NaZy N 0 ° LIS TEVN
3
(108) —BNLITTS AT *log—-2 N,
109 T w(vv s—1 k(@ TrE(—
(109 )v+)2a(@(a)z(
NV R

X 3 E@) ffzv(/ B log—* {2+ N (» — )} = (u, s 0, p) d du’

P mod a

{pr a)=t

4+ BN©2 ™ 1og-2 N2 (106,107, 108).
Es sei K eine natiirliche Zahlf=y N\ Lasse ich in (109) die «

mit Ne > K weg, so ist der Fehler nach (62), (91) und (92)
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_ . R
BY v 7Y | f N2 P logms N (0 W, p) dit di
Nd>/‘( Pmoda 0 O
! (py )=t
3 e
—BY Na 7Y (040 N2 log= N
a mod 7
M=K (PP' a):;
-3 T fs—1 )
=BZ No 2z, 0L 1)N2 " Jog=s N,
Na“>1(
_ 1 Logs
(110) =BK 2 NX? T log—-1 N,
- 1+ (2) ¢ E (e
(111)  Sos ()= (2 +s—1) Z ( ) ZT E(—1)
1\/\!‘;\_:1\'
X WEQ [[ No—a T M ogs fa - NO )} (e 0,0) dudr
pmode <N
(py a)=1 -
T ' _ 1 e
+BNVT T Jog—-2 NA - BK 2 Na2 T log—s-t N (109, 110)

(fiir den Teil Nu<(2 des Doppelintegrals ist = (i, #';0,p) =0}, In (111)
ersetze ich = (i, #';0,p) durch Nu {230 (3) 2log 7 log Nu}=" Der Fehler ist,
nach (62) und (92).

> B Ni~

Na él(

oW

I NT ™ og=-2 N du

fmoda 0 0

(112}

=By N1 2 P log=2 N,
o (u])
()

ZT'E( -3

(113) (-—+s—1) (2Alogm) T, (1) = Z(

X LE@ [[ ~ s

—2
log— (24
my rSveEm

N —m2 ™
+ N —o}} . Nulog=' Nudu du

: LTI L .
BN T Lo Na- BKT TN H log -0 (111, 112),
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Ersetze ich in

(114) J= jf NO—)7 ™

2 NuESNL

*log= {2 N (. — 1)} . Nulog—! Nt dudi
log7* Nz durch log~1 N1, so ist der Fehler

J J N2 T og s N L Nu N A Naet log—2 Nududu'

2 NN
—BNT T 1og—s1v>f ” awar+ [ germ dudu’}
Z\Nu<l/“ V M pa<Z Vi
(115)  —=BNIT g2,

(116) J=log ' N2 ff N(/_u]zT“‘

25 Ar"<Nl

log= {2+ N (. —u)} . Nududw

L BNWZ log2 N (114, 115).

Werfe ich die Bedingung Nuz=2 weg, so ist der Fehler

oW

(117 Blog= N[ [ N2 T logm N dud = B NYTH 1og~ 3,
0 0

LW

(118) J——]og*‘N»ijuz *log= (2 4 N) - N(n — 1) du dus

FBNVT " log- 2N (116, 117),

Ersetze ich schliesslich log= (2 Nu) durch log—* N}, so ist der Fehler
aoW

Blog N[ [Nut
0 0

+5—2

N\ Na—tlog—s—1 (2} Nu) . N ) dudy

N

—BNXTT [ [1og= @+ Nay du
']

0
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—snT P [ w4 f [ tog=2Ndu du"
0NV N V NS e<IND
(119) =BN.Z Tlog—s2 N,

LW

J=log—" N)~f f Nu? 77 N — ) dudu
0 0

+BNVZJog—-2 N (118, 119)

r ! r 2 T s
— N)\-Z—Hlog’s"Nl {f P — ) du} -+ BNL? 1 log=*—2N A
0

—I(r +S-~1) (‘-r %—S)}_ZM ';'+‘"log<v—11v>.
(120 =} {5 ! N
+BNT P logt A,
_ (G0 M
( ) (271og7) T, (1) = ZG(«]WIZ E(-)
MSK
X S E@N T log st N AL BeN T T logm2 A,
P moda
(pr a)=1

1 T '
+BK T N7 Plog--i N (113, 114, 120)

(o

(121) = NA7 log——1 Z (CP (al) ZT'E(W %)

N’r \K

P, 1 o
4 B NAT P log=2 NA - B K 2 N2 T log=—t AL (6).

Lasse ich @ wieder tiber alle ganzen Ideale des Kérpers laufen, so
ist der Fehler, nach (62),

1 r

Pt

3
122) BN log =1 N} Z No F=BK

Nx K

‘\:l_og AN,
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)2(2 hlogn) I, s (M) = Ny T log——1 N )‘2 ( f: E‘S)w Z T E(—2)

L BeNIE P loga N BK 2 N0 log—— N2 (121, 122)
(123) = N2 log ™~ N - S0 () + Bk N 2.2 P log—s—2 N,
1 B ’
+BK 2NX? Tlog—~1 Ny (61).

Ist £>>0 vorgegeben, so sei K die kleinste natiirliche Zahl mit

|Bk! \ElogX fiir das in (123) auftretende Bx. Dann folgt aus {123)

2 ’ ’
(; + s) (2hlog7) I, () =N%Z " log——1 N €rsy1 ()

s N2Z Tlogmst N,
BeNLZ Tlog——1 N

fuar N1h= A, also

() =Nx 5 Slog—f‘l No..

2
( ; +s) (2 hlogn) T, Sher1 ()

oV logmt ),

(124) 3,00 :( +5> hlog ) N12 T log=s~t N&. 8,11 ()

+o (N 2T T gt N).) ,
Schreibe ich (93) in der Gestalt

1—r r
(125) A,y () == 2 (;“ +s) d? 2hlogn)y—~ Nvz P

Xlog=+(2-F N9} - 205 () 40 | N5 P logs vy
und beachte, dass nach der Definition (39) von A, (v)

2

w<ly, <y

As ()= Aslv—o) B,


GUEST


icm

160 A, Walfisz, Zur additiven Zahlentheorie.

so folgt aus (94), (124}, (91) und (92)

= 7’

1—r
At (V) -2 (% —+ s) d? 2hlogn) 3,0

- log—*‘Nv) Z 1

w<ly, w’ <y’

~+o0 (Nviﬁ_

1—r r

=02 1) 7 Alog ) NS log A 2,040

—+o ( Ny7? Jog—s—1 Nv),

d: h. es gilt (125) mit s+1 statt s

Also ist auch (93) mit s-+1 rich-
tig, w. z. b. w.

Radosé¢, den 24. November 1934,

(Eingegangen am 24, November 1934,

. Congruences involving only e-th powers.
. by
L. E. Dickson (Chicago).

1. A. Harwitz!) proved that if € is an odd prime,
axt 4+ by -+ cz=0 (mod p}, abc£0,

has solutions prime to p for every prime p exceeding a specified
limit. He also gave recursion formulas for the number N of solu-
tions of the analogous congruence in any number of wvariables.
We shall show that these formulas, in a more convenient form,
serve to express /N in terms of the cyclotomic constants (%, #).
Nor can the latter be avoided in spite of Hurwitz's explicit, exclu-
sion of the theory of cyclotomy.

Moreover we remove the restriction that & is a_prime.

2. Let g be a primitive root of the prime p=ef+1. For
given integers a; Hurwitz defined the symbol [ay,...,a] so that its
product by f denotes the number of sets %,..., 7 of integers each
chosen from 0, 1,...,f—1 which satisfy A

N r I
(1) T gflitei==0 (mod p).
i=t

We may also permit #; to range over any complete set of residues

modulo f, since the replacement of # by Z;-F#f inserts in the

ith term of (1) the factor U”E/“‘l (mod p). For a fixed integer

k, t;k ranges with # over a complete sef of residues modulo f.

Hence [a,,..;,a,] is unaltered when we replace a; by a;+ke. The
b Jo;:r. fiir Mathematik, vol, 136. (1909), Case a=b=¢=1 by

Dickson, ibid., vol. 135, by cyclotomy,

11, Acta-Arithmetica, 1.

p. 272,
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