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Bemerkungen zum Heilbronnschen Satz.
Von

Edmund Landau (Géttingen).

Einleitung,

Man verdankt Herrn Heilbronn (On the class-number in
imaginary quadratic fields, The Quarterly Journal of Mathematics,
Oxford Series, Bd. 5, S. 150 — 160; 1934) den ersten Beweis fiir
den lange vermuteten

Satz: h(d) sei die Anzahl der Idealklassen des quadratischen
Kérpers der Grundzahl d<C0. Dann ist

h(d)—>cofiir d— —co,
Mit anderen Worten: Zu keinem h 8ehdren unendlich viele d mit
h(d)=Hh.

Im Folgenden setze ich Kenntnis der Heilbronnschen Arbeit
nicht voraus; ohnehin werde ich manche seiner Hilfssitze in
schirferer bzw. nur in unschérferer Form bzw. (Heckescher
Satz) gar nicht brauchen. Ich beweise aber u. a. den Heilbronn-
schen Satz nochmals, ;

Alle lateinischen Buchstaben ausser Q,s, L bezeichnen ganze ra-
tionale Zahlen; p Primzahlen; ¢ quadratfreie Zahlen >>0; P, Py, ... Py
positive Weltkonstanten, fiir die sich tiberdies (wie ein Blick auf
die betr. 26 Stellen lehrt) explizite Zahlenwerte angeben lassen.

k(d) ist bekanntlich die Anzahl der Klassen positiver bindrer
quadratischer Formen der Diskriminante d; d. h. die Anzahl der
reduzierten Formen

Q={abcy=ax*+bx y+cy*

1. Acta-Arithmetica, I.
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der Diskriminante d; d.h, die Anzahl der L&sungen a,b,c¢ von
] b2 —4ac==d,
| —a<b<a<c oder 0=b<a=c,

(1)

Demgemiss verbleibe ich im Gebiete der quadratischen Formen.
Herr Heilbronn benutzte Idealtheorie nur zum Beweise seines
Lemma XIV und teilte mir den einfachen Weg mit, um den (ausrei-
chenden) schwicheren Satz 9 des Folgenden elementar zu beweisen;
ich verdanke ihm auch den folgenden Beweis des Satzes 8 (Ersatz
des Gaussschen Lemmas III seiner Arbeit).

Es ist bequem, alsbald

A< —16
anzunehmen,
Aus (1) folgt bekanntlich
a<lyd].
Bekanntlich ist fiir n°>0
d
@ Sl=3 T v

gin ¥
Qxy)=n

d. h. die Gesamtanzahl der Darstellungen von n durch das System
der %(d) reduzierten Formen.
Mein Ziel ist der (den Heilbr onnschen enthaltende)

Hauptsatz: Ist h gegeben, so gilt fiir alle d mil
h{d)=rh
oder fiir alle jene d ausser einem

|d|< P h*log"(3h) (< PyhY).

Zum Beweise des Hauptsatzes beachten wir, dass (d)bekannt-

"
lich Charakter mod |d|, aber nicht der Hauptcharakter ist; ferner
filhren wir bei jedem m >0 und jedem reellen Charakter 7 (%) mod
m fiir $>1 die drei Funktionen ein:

L =Llsmz=Y ymn,

n=j
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S
Li=L(s, d= }; (;> s

CO d
LO= L my d= 3 70 (7).
Also ist L,(s) fiir s™>0 regulir; 7(n) (s—) ist Charakter mod
mld,
Zur Anwendung kommen iibrigens nachher nur zwei Fille:

Erstens m=1 (also y(n)==1). Dann ist
Ly(s)=¢ls)
Ly(s)=1L, (s),

also L, (5) fiir § >0 regular.
Zweitens m >16, —m Grundzahl,— m = d, v (n) = (-~—,va) .
Dann ist

Lo(s) =L, (s, — m)
und, da— md==0 oder 1 (mod 4), aber keine Quadratzahl ist,

nicht der Hauptcharakter mod mid|, also L.(s) fir $>>0 regulir.
Ferner werde, wenn 1S4L=Sm, 1SL,=m, fir s >1

p)=9(sm b4, Q= > QW)

X = — 0 lyrzl
x =zl (mod m) yIZl (modm)

gesetzt. © (s) ist eine konvergente Dirichletsche Reihe

(=]
Cp s,
n=1
indem
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also

endlich ist, Fiir s >1 ist also

[eo]

(3) o(s)=s f(I) (&) ==5~tdr,

1

Fir 1545Sm, 1<[,=m, s >1 werde ferner
—q 5
(4) P =p (s, m Ll Q=0 () — 52y gt 14
gesetzt,
Die folgenden Untersuchungen stiitzen sich auf die aus (2) und

Ql—x,—y)=0Q(x3)

fiir s> 1 fliessende Identitit

Lo (s) Ls (5) = Z/[n)z ( )n—s

n=1

=§q}% Y 2QEIQ ()

Xy =—00
E4p >0

pax) (@xd)= 4+ 3 3 7 Qx))I Q%)

Q Q xy=-—00

y>0
= S Y q@art

X =1 Q

N3

m

SN WDY i 21(Q (5,9)) Q= (x,y)

Q =1 ly=1 X= — CO y=1
' * *=1, (mod m) y I, (mod m)

m m

=3 v, Z r(@a 4—2 DY uCQU L (s, 1y Q).

(x)'rrT] L = L=
)=

Bemerkungen zum Heilb ro nnschen Satz,
§ 1.

Analytische Hilfssatze.

Satz 1: Fiir s>%isi ¢ (s) reguldr und

1

HOIRALIS
Beweis: Fiir A >0 hat die Halbellipse

Qa, B)=X >0

den Fldcheninhalt —::):— und wegen
Vid

(e |op |+ 5)= o (245
den Umfang<_ P,V \.

Fiir © = 1 hat also die Halbellipse
QU+myla+mé) =<, L+4+md>0

den Flicheninhalt -—Tt_——: und den Umfang <P, % =Py,

m*V | d|
Wird
L —_—P{ __T"_T__
(©) =00 —
gesetzt, so ist daher
(7 W () |[< Py s

Fir y==1 ist
Q)= g ((eax +oye i) S NACY

Fir 1 =« S‘Q}ﬂ ist also

(8) ® (1) = 0.
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Nach (3), (6) und (8) ist also fiir s >1

— PHlr)r—5— = I gs—1q
ol =s [@@emimtas=s [ [Tmret () o1 s
v
4

Vial -
'y

also nach (4)

©

fee]

o ()] <sP, {

—_—

=-5_p, (_\_1)2
s—1 4

Vidl

e

Satz 2: Es sei m==1
und

Dann ist (s —1) o (s) fir s =

--4 regular
3 1
o (3| <Pia™.
Beweis: Nach (4) und Satz 1 ist (s— 1) ¢ (s) fiir SEZ regulér
3 3 ~ %
bl

3 1
P Pyla] f

.
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S;% ist

Satz 3: Fiir m >16,—m Grundzahl, —m # d, 7 (n) = (-—~ —),

1
Q

Ly(s. — m)L, (s, m,,d) x725 N'y(aa= > —Ph(dm?|d °®
-

Beweis: Die linke Seite ist fiir s ”y regulir,
(5) ist ftir s >1

Nach {4) und
L (s,—m) Ly (s, m,y,d)

5 Z ZQ 7 (a)a—*
Q =1

2 1CQUEe(sm bl Q)+

s———1m~

s

£, ? Z Z Z 7CQU L))

L= L=1

Also verschwindet nach Satz 1 die letzte, von s freie 2 2 Z

T
und Satz 1 gibt die Behauptung, da 4(d)m? die Gliederzahl von
YYY
Q [A

iy Iy

Satz 4: Fiir |d|>> P,k (d) ist

L (i— , d) <o.

Beweis: Nach (5) mit m=1 ist fiir s> 1, also nach Satz 2 fiir
§=— exkl. s=1
4

()L (s d)=c(2s1.ZQ @ D 26, 1.1,1,Q)

7
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Da a=1 vorkommt, ist also nach Satz 2 fiir |d| > P,* 4* (d) = P, h* {d)

. 1
) u (T = r—roaa o

4 4’
wegen
3
e | T 0
5(4)<
also
3
L (q- ¢)<o.
§ 2.

Arithmetische Hilfssatze.

Satz 5: Geht jedes pla in d auf, so ist a quadratfrei, also
ald.
Beweis: Gibe es ein p mit
p*la,
so wiirde folgen

pla, pld, pldac—+d, plb*, plb, pYb*—aac, pld, p=2, 28,

d Ei—ao oder 1 (mod4),

8 TEAS
da, 4d, 16laac, 16/6°— 4, 4{1 (._2._) ~2.e

Satz 6: Ist gld, so gibt es hichstens ein Q mit

a=q.
Beweis: Ist
Q={q.b,c},
so folgt
d=0b"—4qc,
ql6?,
416,
Wegen

—q<lb=gq

Bemerkungen zum Heilbro nnschen Satz 9

ist also-
b=0 oder b=¢q

und entsprechend

_—d - ¢4
¢ r oder ¢ = 17
Diese ¢ sind nicht beide ganz, da ihre Differenz4i nicht ganz
ist.
Satz 7: Ist .
qd, g=<¥d
qid, 9= 5
so gibt es genau ein Q mit
a= q
Beweis: Wegen
—d  —d
Lo s=lsy
4q 4q
geniigt es (nach Satz 6) zu zeigen, dass 4 mindestens eine der beiden
gahzen Zahlen —d . —(I:i teilt; denn dann liefert 5= 0 bzw.

b=¢q ein Q mit a==gq.

1) Fir d=12 (mod 16), =1 (mod 2) und fiir =8 (mod 16) ist

I q
2) Fir d==12 {mod 16), ¢ = 0 (mod 2) und fiir d =1 (mod 4) ist

4 £

g

. Satz 8: Ist d durch genau t verschiedene Primzahlen leilbar,
so ist

20<4h(d).
Beweis: 1) Fiar £=2 ist

2=4=44(d).
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2) Fiar £ > 2 sei p die grésste in d aufgehende Primzahl, also
P =5. Man setze

\d|

, L= fiir d= 1 (mod 4),
P
n= M fir d==12 (mod 16)
={ 2p fir d== mo ,
l Iﬂ fir d== 8 (mod 16)
| 40 .
. o 1] .
Dann ist 7 quadratfrei, |d und < Ve und hat genau £— 1 verschie-

dene Primteiler. Satz 7 gibt

R@= Y 13

mfl/V qlr__
~Vid] g glflzu I q

(i

\

g

!

E g
I

[\*]

I

I=—5

Satz 9: Aus atd folgt

1
a>>|d| 9,
Beweis: Nach Satz 5 gibt es ein p mit
pla, pta.
Wegen
d==5b%—4ac

ist & quadratischer Rest mod 4p, also bekanntlich fiir jedes >0
quadratischer Rest mod 4p¢,

Also gibt es ein x; mit
X =d (mod 424, 0<x<p;

denn mit %; geniigen — x; und X, +2p' der Kongruenz, und wegen
ptd kommen weder x;=0 noch X;=p' in Betracht.
Wofern
L]
re= 1’
sind die beiden Formen

icm
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l o4y x,z —d
1 p v AL 4}71

der Diskriminante d reduziert, da

ted —de
xl4p, >”4‘p'1=)=pl>iixli-
Also ist
pZ/z(d)>l_ﬂ
7

da sonst [=1,2,..., h(d) schon 2#4(d) >k (d) verschiedene redu-
zierte Formen ergidbe. Also

a4 = p4h(dl>]£1i—|-;>!d].

§ 3.
Beweis des Hauptsatzes.
. o~ 3,
Satz 10: Fiir s = vy ist

1
(@) a-s 1 _ (g @
;/_[a)a > gaigg et @14 :

Beweis: Nach Satz 5, 7, 8 und 9 ist

. —§ ¥ ~s |- ( (a)a—s
PRACE: ; r(@)a ZQ r(@e

Q ald atd
=Z 2(@g — @) g+ ; 7 (@) as
7 ngna atd

=0 (1+7 (pp)— > 2@g+ ) zl@a~
’ g

d
qlﬂ,ina atd

2_II(1—1;7—S)—(l/—|;fq)~x ; 1_;d[_ﬁmz 1

pla Q


GUEST


12 E. Landau,
> H( ‘%)4(]/1_!) 2'-—‘(i| Télxl&Th(d]
o pld —F 2
-3 3\t R
= (1 —2 4) (1__3 4) 4 T 8h{) 4/2(05]__! J ah(,z')"/](d)

1

1 i—1 — _} —" o i
>2<%)'—ﬂmawa“mh. »»»»» i Pobld)|d]

Satz 11: Falls m >>16,— m Grundzahl ist und es ein d mit
14> (P, Hdmys o

gibt, so ist
L 3 —mv >0
et )> .
Beweis: Nach Satz 3 und Satz 10 ist fiir |d] > m, 7 (1) = (f ”?) )
n
3
>3
§= 4

L

L (s — ) _
1 (S, rcf:LJ]Lz(S,m.de) >QZX(ﬂ]ﬁ*x—P,gh(d]m2|(ii 8

—2s

X
x=1
(%, m)=1
1 s 4
>“37i(d)'“Ps’l(d]|fll —Pyh(d) m?|d|
L
> /Z(_] Py h(d)m?|d] 8(d) ,
Fiir
|&]™>(8 Py A2 (d) m2 ) 8ria) |
also fiir
|d| > ( Py b (d) m)tsnia)
ist |d|>m und 1
1 —
gi@— Do hmid] 9~ 4
daher ist
Li(s—m) 50 fir s= vz ;
wegen

L1 (2v~'m]>0 '
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Bemerkungen zum Heilbro nnschen Satz. 13
und der Stetigkeit von (s, m) ist also

L (%,;ﬂl) >0.

Heilbronnscher Satz 12: Zu keinem h gibt es unendlich

viele d mit h(d) = h.

Beweis: Gibe es zu einem % unendlich viele solche d, so
wihle man zunichst ein m 16 mit

B(—m)=h, m>> P, ks,

Dann ist nach Satz 4

Alsdann wihle man ein d mit

h(d)y="h, |d|>(Pyhm)e",
Dann wére nach Satz 11
3
b3~
Zusatze: 1) Aus dem Beweise folgt leicht
(10) 4= (Ph(d)* @,

m) >0.

wo P, desgl. P’ und P” nachher, eine (z, Zt. nicht numerisch an-
gebbare!) Weltkonstante ist. Denn entweder ist stets

|| = P18 (@),

also

|d|= (P h(d)ye
P'™>16 mit
m > Py h¥ (—m);

oder es gibt ein m ==

dann ist nach Satz 4
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also nach Satz 11 jedes
1d|S(Pyh(d) m)y 1) = (P | (d) y1eha)

2) Aus (10) folgt

h(d) 1

(11) lim > 160

= log|d|
log log | d|

Denn wire unendlich oft

h(d) 1
(12) ”—IBEW“<’1'(;.
loglog|d|

so gélte unendlich oft zugleich (12) und
‘ Ph(d)<log|d],

log ( Ph(d)) <loglog|d|,
also nach (10)

log |d| =16 4 (d) log (Pr(d))<log|d|.

3) Wenn (nur in diesem Zusatz) h(d) fiir jede Diskriminante
d< 0 (nicht nur fir Grundzahlen) die Klassenzah] positiver bini-
rer primitiver quadratischer Formen dieser Diskriminante bezeich-
net, so gilt (11) auch. Denn jedenfalls ist eindeutig

d=g%d,, £>>0, d, Grundzahl

und alsdann bekanntlich

a5 - [4) )

V=3)=6 w(—4)=4 w () =2 fir x< — 4,
Hieraus folgt .
ha) = £8)

und fiir d;,<—4
h(d) 2k (dy),

icm

Bemerkungen zum Heilbronnschen Satz.

Falls 4l
(13) b | > B-g“"m .
ist bei d——co
d, ——oo,
log |d]| log |d, |

log log|d] " loglog|d,| -

Wenn d iiber die Werte mit (13) l4uft, ist also

. h(d) ~  lim h(d,) }i
AR Togd] T AR, g d] S 6
loglog |4 log log |d,]
Falls i
(14) =g
! = log'ld).

Wenn d iiber die Werte mit (14) 14uft, ist also
1

=9 (8)
. @)~ fm 3
dii?m‘ logld = s==oo _logld
log log 4] log log 4|
. log |d;
imeo  logld]
loglog |d|

Satz 13; /st
—d>m>> 16,

h(d)=h(—m)=Fh,

so ist m< Py, B logt ).

Beweis: Fir 0<¢<1, # und 'U=1,0_oder-1 ist
(1—8—ug)(1—ovE (1 —uv§ |,

15

da die linke Seite einen der Werte (1 —&), (1—&9% (1 —§)%1—¢%

1—¢ hat.
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Fir s>1,y(n)= (%l’—’i) ist also

1
£(8) Lo (5) Ly (s) Ly ()

— ) d —m\[d
= [I {—p9 {1 — __m) —S (1 ____(,,,) -—s) 1_( ) -8
(= (5] 7)1 5 )e P
<1.
Ist ¥, (1) ein Nicht-Hauptcharakter mod % und fiir s>>1

L(s)= i s 1By n—s,

so ist bekanntlich fir s=1

L)< Py, log &
und

L' (8) | < Pyy log® &,

Ferner ist bekanntlich

= ’,—~(T
n=221,0 =11, ),

K

¢ (s) fir s >>1.

s
. s—1
Daher ist
h <Py logm,

O<e=—-—~«h~ re

T Py
}m log® m !

c+9<h

Lyt ) <L (1) 4Py clog? ”2<p16< ; 7"“510g ”’) =P e logim

icm

Bemerkungen zum Heilb ronnschen Satz 17

L1 49< L, (1)+P13510g3'd\(P,8(1’d Telogld )

=Py hilog! \d&( :

_ 1 _1 ) P, pJog’ld]
Vidllog*id ~ y'm log'm

ym logim '
Ly (1 4-2) < Py, log (d] m)<Psy log d|,
1<ell+e) Lyt +e) L, (142 Lo (1+2)

50 71 3
< nph ¢ log'm Pyl IEgJEL Py log |d— Py h log® |d} )
¥m log'm Vm

m <Py k* log® |d].
Hauptsatz: Ist h gegeben, so gilt fiir alle d mit
' h(d)=h
oder fiir alle jene d ausser einem
|d| <P, h® log®(3 &) (< Py k).
Beweis: Man wihle P,, = Max (P;, P,) so, dass
logt x < J/x fiir x>>P,,.
1) Gibt es héchstens ein d mit
h(d)=h, |d = P,, h® log® (3 A).
so leistet P,==P,, das Gewiinschte.
2) Gibt es mindestens zwei solche,—m und d,<—m, so ist
m>Pyh, m™> P, k8,

also nach Salz 4 und Satz 11
| < (P, hm) 160 < m 32k,

log® |dy| <328 A log®m,

2. Acta — Arithmetica, L
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18 E. Landau. Bemerkungen zum Heilb ro nnschen Satz.
also nach Satz 13
m < Py Bt logh |dy < Py, h*logim,

WegEn m>P22 ist =

log®m < \/mv
also _

m < Pog B8 yYm,

m< Py b,
log m < Py log (3 4),
m <P hf 1og" (3 A).

Jedenfalls leistet also P, = Max (Py,, Py;) das Gewiinschte,

Mittel-Schreiberhau, den 19. Juli 1934,

(Eingegangen am 23 Juli 1934,
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Bemerkungen iiber die Struktur von Ringen,
die aus Polynomen in einer Variabel
bestehen.

Von
Alexander Ostrowski (Basel).

Einleitung.

Unter einem Polynomring ') versteht man eine solche Gesamtheit
R von Polynomen, dass Summe und Produkt van je zwei Polynomen
von N wieder zu W gehéren und ferner das Produkt jedes Polynoms
aus M mit einer beliebigen Grésse aus dem Koeffizientenkérper K 2)
wieder in M liegt. Wir betrachten nun in dieser Mitteilung Ringe
t, die aus Polynomen in einer Variabel x bestehen.

Nach Analogie mit dem, was man von der Theorie der algebra-
ischen Zahlen her kennt ®), wird man vor allem solche Ringe als be-
sonders einfach ansehen, in denen ein bestimmtes Polynom P(x)
niedrigsten Grades — der Fithrer des Ringes — existiert, mit der
Eigenschalt, dass jedes durch ®(x) teilbare Polynom mit Koeffizienten
aus K in M liegt (so dass also M aus Restklassen modulo ®(x) be-
steht); solche Ringe wollen wir als Kongruenzringe bezeichnen. Wir

1) Vgl zum Begriff des Ringes van der Waerden, Moderne Algebra, Bd. 1,
{1930), Berlin, pp. 36 fi.

2) Wir setzen den Korperbegriff in der Allgemeinheit voraus, die thm durch
Steinitz in dessen klassischen Arbeit ,Zur algebraischen Theorie der Kérper”,
Crelles Journal, Bd. 137 (1910), pp. 167—309 verlichen wurde. Diese Abhandlung,
auf die spiter nur mit ,Steinitz" und Angabe der Seitenzahl Bezug genommen
wird, ist auch in der Buchausgabe bei W. de Gruyter, Berlin, 1931, erschienen.

%) Vgl hierzu die Originalabhandlungen von Dedekind in dessen gesammel-
len Abhandlungen, Bd. 1, Abh. XII, XV, XIX, wo noch die Bezeichnung ,,Ordnung"
statt der von Hilbert spéter eingefithrten ,Ring" benutzt wird.
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